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1

ERORI*

Rezolvarea problemelor moderne de o mare complexitate din stiintele aplicate, cum ar fi:
astronomia, geodezia, electronica etc., nu se poate redliza fara calculator asistat de un pachet
de metode numerice matematice.

Rezultatele numerice obtinute Th acest gen de aplicatii, cu ajutorul calculatorului, necesita
0 andliza aerorii, datorita faptului ca datele initiale pentru determinarea numerica a rezultatul ui
sunt obtinute de obicei prin observatii sau masuratori afectate de erori si operatiile numerice
efectuate de calculator sunt aproximative atunci cand numerele nu au o reprezentare interna
exacta. Masuratorile experimentale nu pot fi realizate exact, prin repetarea lor obtindndu-se
rezultate diferite. Ca urmare, datele obtinute prin masuratori contin erori care se reflecta in
rezultatul final. Calculatoarele numerice au o reprezentare interna exacta a numerelor intregi
pentru care realizeaza calcule exacte si 0 reprezentare interna aproximativa a numerelor reale
care influenteaza exactitatea rezultatul ui.

Determinarea unor marimi in problemele tehnice se face de obicei cu finaitate practica.
Aici apar erorile inevitabile ale procesului de executie sau fabricatie; pentru fiecare
componenta exista “tolerante”, adica limite ae erorilor intre care componenta poate fi utilizata.

Studiul acestui capitol se refera la erorile ce apar in operatiile aritmetice realizate de
calculator. Se definesc tipurile de erori ce apar in procesele electronice si se expliciteaza
functiile eroare.

1.1. ERORI ABSOLUTE SI ERORI RELATIVE

Deoarece valoarea masurata sau calculatd a unei marimi nu reprezinti val oarea adevarata
sau exacta a marimii, o numim valoare aproximativa .
Definitia 1.1. Numim eroare diferenta dintre valoarea adeviratd (exacts) si valoarea
aproximativa. Matematic definitia poate fi exprimata prin formula:
e =X—X, (1.1)
unde: e, reprezinta eroarea, X valoarea adevarata, iar X valoarea aproximativa.

*) Bibliografie: [6],[7],[12],[21],[22]
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Din cele trei valori care intervin in definitia erorii cunoastem numai valoarea
aproximativa. Valoarea adevaratd nu o cunoastem, deoarece daca am cunoaste-0 nu s-ar mai
pune problema existentei erorii. Pentru ca ecuatia (1.1) s fie rezolvabila se face o estimare
asupra erorii, adicd se precizeaza 0 margine superioara a acesteia. In acest caz se poate
determina valoarea adevirata cu ajutorul valorii aproximative, pentru 0 margine aerorii data.

Deoarece unii autori definesc eroarea ca diferenta:

e =X—X, (1.2

pentru a reuni cele doud definitii ale erorii Tntr-una singura s-a trecut la definirea erorii
absolute, astfel:

lel=Ix-X]. (13)

Daci se cunoaste un minorant m si un majorant M a marimii x atunci orice element
e, a multimii { |e,|, M — m} se numeste eroare absolutd lalimita.

Definitia 1.2. Numim eroare relativa raportul dintre eroarea absoluti si valoarea
aproximativa absoluta &, =|e,/X| (12.4)
Tn cazul erorii relative se poate defini eroarea relativa lalimita. Din aplicarea proprietitilor
modulului rezulta:
|IXHIXI| < x-X|=led <€ (15)
IX| - € <Ix|<|X|+ e
Definitia 1.3 Numim eroare relativa la limita raportul:

*
*

X = 1o * (1.6)
Xy

Pentru numerele apropiate de 1, eroarea absoluta si eroarea aproximativa sunt aproape
egale, deoarece eroarea absoluta se imparte la un numar aproximativ egal cu 1. Pentru numere
diferite mult de 1, cele doua erori absoluta si relativa difera foarte mult. Din acest motiv, atunci
cand nu se poate deduce tipul erorii este necesar si se specifice daci aceasta este relativa sau
absoluta. Erorile absolute pentru marimi care au unitati de masura sunt exprimate in unitatile
de masurd ale marimilor, iar erorile relative nu au unitati de masura si sunt exprimate in
procente.

1.2. CLASIFICAREA ERORILOR

Facand analiza erorilor pentru un rezultat numeric, se constata ca eroarea finala poate
depinde de o serie de erori cum ar fi: erorileinitiale, erorile de trunchiere, erorile de metoda si
erorile de calcul (rotunjire).

1.2.1. ERORI INITIALE

Aceste erori sunt determinate de erorile care intervin Tn datele initiale de calcul cauzate
deseori de masurare, greseli de citire adatelor, greseli de introducere a datelor in cal culator sau
de necesitatea reprezentarii unei valori cu un numar finit de cifre. Erorile de masurare se
datoreaza Tn primul rénd preciziei instrumentului si sunt influentate de aceasta astfel: cu cét
precizia instrumentului este mai mare, cu atét eroarea de masura este mai mica. Greselile de
citire, de introducere a datelor fac parte din erorile de observare, care au un caracter aeator si



Erori

sunt caracterizate de functia de repartitie normala sau gaussiana din expresia (1.7), a carei
reprezentare este data n fig.1.1.

1
ole)= -exp(-05.(¢/ 0)?), 1.7
( ) Ner -o
Calculul probahilitatii ca eroarea de observatie a unui procedeu de masura si fie cuprinsa
intre doua valori date x; si X, se realizeaza ca o sumare pe intervalul dat a functiei de

repartitie, prezentata in expresia (1.8):

Xz
P (X1 <e< X2) = _[go(g)dg (1.8)
X
Multe numere nu pot fi reprezentate exact printr-un numar finit de cifre. Dintre aceste
numere amintim: 7z =3.141592654.. .,

J2=1414213562, e =2.73...Aceste
numere cu o infinitate de cifre sunt des
utilizate Tn calcule, dar cu diferite
aproximatii care dau erori inerente.
Numerele transcendente si irationale sunt
reprezentate printr-o infinitate de cifre in
orice sistem de numeratie. Unele numere,
__ reprezentate cu un numar finit de cifre intr-
““un sistem de numeratie, sunt reprezentate
‘cu un numar infinit de cifre in alt sistem de
Figl.1.Functiade repa_rtigie_gauss_iané numeratie. Ca exemplu poate fi dat
e-eroareade observaieio-dispersia numarul 0.1 n sistemul de numeratie
zecimal, care Tn sistemul de numeratie binar este dat de numarul cu o infinitate de cifre
0.0001100110011...

1.2.2. ERORI DE TRUNCHIERE

Aceste erori sunt introduse de procedura numerici aplicata .Ca exemplu putem da
procedura numerica de calcul a vaorii functiei trigonometrice cosx .Cea mai utilizata
procedura numerica de calcul este dezvoltarea in serie Taylor , Tn jurul punctului O a functiei
COS X

cos X =1-—+———-+..., (1.9

unde argumentul x este dat in radiani. Un calcul exact a functiei cos(x ) este imposibil,
programul de calcul oprindu-se la un anumit termen al seriei, obtindndu-se Tn acest mod o
valoare afunctiel cu 0 anumita eroare.

Pentru cazul genera a une functii f(x) dezvoltatd in serie Taylor, Tn jurul punctului
X, , oprirealatermenul derang n di o eroare ce poate fi calculata cu ajutorul formulei restului
lui Lagrange:

_(X—Xo)n (n+1) e
R’(X)_—(ml)! fF(8) & e(X0,X) (1.10)
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Procedurile utilizate in calculele numerice sunt finite, iar erorile datorate acestor proceduri
care intrerup un calcul infinit teoretic, poarta numele de erori de trunchiere. Aceste erori n
multe cazuri nu se pot calcula exact, dar se pot estima sau li se pot stabili limitele.

1.2.3. ERORI DE METODA

Pentru rezolvarea unei probleme se pot aplica mai multe metode care au erori
specifice lor. Prin alegerea celel mai adecvate metode in rezolvarea problemel, eroarea poate fi
micsoratd. Acest lucru se poate realiza daca cel implicat Tn rezolvarea problemei cunoaste
metodele numerice. Deoarece metodele numerice sunt aproximatii ale metodelor anaogice de
calcul este necesar si se cunoasca precizia aproximatiilor. Tn toate capitolele care urmeaza sunt
tratate metodele numerice impreuna cu erorile lor de calcul, iar unde este necesar se face si 0
comparatie Tntre metode.

1.2.4. ERORI DE CALCUL PRIN ROTUNJIRE

Pentru o intelegere mai buna a acestui tip de erori, vom studia mai Tnta calculul in virgula
mobila, calcul realizat de calculator. Un numir q este reprezentat in virgula mobila daci el este

scrissub forma: g = f -b* (1.12)

unde f este fractia, care mai poartd numele de mantisi si are valoare subunitara, x
exponentul, care este Tntotdeaunaintreg si b baza de numeratie .

Calculatoarele utilizeazi scrierea normalizata a numerelor in virgula mobila, deoarece sub
aceasta forma se obtine o precizie maxima de calcul. Un numar scris Th virgula mobila este
normalizat daca prima cifra, dupa virguld in mantisi este diferitd de zero (exceptie facand
numirul zero). In bazele 10, 2 si 16, avem urmatoarele reprezentari normalizate Tn virgula
mobila ae unui numar oarecare q:

g=f-10%, 01<|f|<1;

q=f-2%, 1/2<|f|<1; (1.12)

q=f-16%, 1/16<|f|<1

Adunarea si sciderea numerelor Tn virgula mobila se realizeazi de citre calculator dupa
urmatorul algoritm prezentat in organigrama din fig.1.2. Se considera ca numerele sunt date in

baza 10 sub forma f, -10*, f, -10™ iar suma sau diferenta f,10* .
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Deplasati 1
cu un loc
spre dreapta

Nl

. !
FPermutat N
Xy oo Xy
l 24
Permutati ] _; N
£ cu h S=A -
X
Deplasati £,
cu s locurf
spre dreapta
+
§ =1 +5

Depiasati £
cu un loc
spre stanga

:

X3 ‘:.:X3 -1

Fig.1 2. Organigrama operariel de adunare si scadere in virgula mobild,
pentru numere n baza zece.
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Calculatoarele moderne au cifre de garda ce reprezinta locurile pe care se deplaseaza spre
dreapta ultima cifra a numarului cu exponent mai mic. Dupa aceste operatii de adunare sau
scidere, cifra de pe aceste locuri poate fi readusi Tnapoi Tn timpul normalizirii. Tn cazul
efectudrii sumei poate apare situatia ca un exponent sa fie mai mic decét cel admis de
caculator; de exemplu calculatorul poate admite exponenti pana la ordinul -99 si dorim sa
normalizam numarul prin deplasare spre stanga cu un loc, ceea ce ar insemna un exponent de -
100, neadmis de calculator. Tn acest caz avem o depasire inferioard (under flow), iar numarul
este considerat zero.

Mai poate apirea situatia obtinerii dupa Tnsumare a unui exponent maxim de doua cifre, pe
care-l poate admite calculatorul, de exemplu 99, si vrem si normaizam rezultatul prin
deplasare cu un loc spre dreapta, deci marirea exponentului cu o unitate, operatie nepermisi de
calculator. Tn acest caz apare o depasire superioara (over flow) si programul se intrerupe.

Se considera un numar n baza 10 reprezentat Tn virgula mobila, cu o mantisi compusi din
t cifre cafiind rezultatul unor operatii aritmetice. Numarul poate fi scris:

g=f, -10" + g, -10*", (1.13)
unde f,si g, satisfac inegalititile :

1/10< f <1 (1.14)

0<g,<1 (1.15)

mantisa. f, fiind compusi din t cifre.
Prin rotunjire ntelegem influenta pe care o are valoarea lui g, asupralui q.
Calculatoarele care nu au cifre de gard, neglijeaza valoarea lui g, asa incét rezultatul

este q=f, -10* . Tn acest caz fq nu se modifica si calculatorul arealizat o trunchiere, numita

tiiere, pentru a nu se confunda cu erorile de trunchiere. Tn acest caz eroarea absoluti este dati
deexpresia |e,|=|g, }10*" iar o limita maxima a erorii relative se poate calcula astfel :

Xx-t -

| [8107] | 10% |
a|” | fq-10°| |20 -10%]
observa ca limita maxima a erorii relative de rotunjire depinde numai de numirul de cifre a
mantisel numarului. Acest tip de rotunjire introduce o eroare mare, dar timpul de calcul a
calculatorului scade.

Un alt tip de rotunjire in cazul existentei cifrelor de garda este rotunjirea simetrica sau
obisnuitad. In acest caz valoarea aproximativa prin rotunjire a numarului q este data de
expresia:

EN =

q =10-10"' =10*" (1.16) Se

| f,}10* pentru g4 <1/2
=1 a (1.17)
| f4+10% +10*"  pentru |gy>1/2
Daci |g,|<1/2, eroareaabsoluta este [g|< (1/2)-10" (1.18)
si pentru |g,|>1/2, eroarea absoluta este |e,[< (1/ 2)-10%" (2.19)
Deci in ambele cazuri |e, |< (1/2)-10*"" (1.20)
Limitamaxima a erorii relative o putem calcula astfd :
‘ ‘ €| _| 05-0 | |0510"| 610" w2
Eql =11 = =5. .
A7 q| |10 10%| | 107 |
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Si Tn acest caz limita maxima a erorii relative de rotunjire simetrica depinde numai de
numirul de cifre al mantisel marimilor care intra Tn calcul, pe care I-am considerat acelasi
pentru toate marimile si I-am notat cu t. Se observa ca eroarea simetrici (1.21) este cu un ordin
de marime mai mica decét eroarea de taiere (1.16). Pentru o precizie mai mare a calculelor se
utilizeaza rotunjirea simetrica.

Acelessi limite maxime ale erorii relative le obtinem si pentru cazul reprezentarii
sistematizate anumarului g in bazab:

q=ab" +a,b™ +ab™ +..+a,b ™ ... (1.22)

Consideram m cifre semnificative ale numarului:

g=ab" +ab™ + .+ a,b™™ . b™(ay,; +ap bt +..) (1.23)
Notamcu ¢ = (am+1 +ag,,bt+ ) (1.24)
Dacd ¢c<(1/2)q atunci ¢ =0si valoareaaproximativa prin rotunjirealui q este
g=ab" +a,b™ +ab"?+..+a, b (1.25) Daci ¢>(1/2)q atunci c=(q si
valoarea aproximativa alui q este
g =ab” +ab™+ ..+ (a, +1)b™™? (1.26) in
ambele cazuri eroarea absol uté|eq| < (1/2)prmt (1.27)
O limita maxima a erorii relative se calculeaza astfel:
oo = |22 < w —(1/2).6™, (1.28)
5] 1-b

unde m este numarul de cifre semnificative ale numarului .Pentru baza b =10 se obtine
acelasi rezultat calascriereain virgula mobila (1.21).

1.3. PROPAGAREA ERORILOR

Tn acest paragraf este studiata propagarea erorilor prin operatiile aritmetice realizate de
calculatorul numeric: adunari, scaderi, Tnmultiri, Tmpartiri si extrageri de radacina patrata. Se
considera doud numere x sy cu valorile aproximative, eroarea absoluti si eroarea relativa
X & & ,» respectiv 7 8y &y .Tn scopul simplificarii notatiilor vom folos Tn continuare
pentru eroarea absolutd si eroarea relativa a unei marimi x, notatia e, respectiv g,. Vom
deduce formulele prin care se vede efectul erorilor absolute asupra operanzilor.

Adunarea  X+Y= X+, +Yyre, =X+ yre te,

Cuy = XHY-(x+Y)= e ey zepre, (1.29)
Sciderea x—y =X+6, ~ y-6, = X - Y+6,-,
Sy = x-¥-(x-y)= ecey ey =ecey (1.30)

Tnmultirea: x~y:(§+ex)-(§+ey):;§+ex.§+ey.§+ex.ey
Considerand e, -e, ~ O rezulta:
&y = xy->_<§/ = ex§+ ey;< &y = ex;/+ ey>_< (.31



8 Metode numerice in electronica

v v 2
y we yiveh) vy U ¥ ¥
§+ex£ eyjj 5 Yoy 88
Ny T Tt T = =2
y y y Y vy y
Tn calcul s-a utilizat dezvoltarea Tn serie geometrica a factorului 1/ (l+ 2} ‘2 <1lsi s
au reginut primii doi termeni. Considerand e, -e, ~0 rezulta:
&y = &/~ X6,y (1.32)
Radacina patrata:
JX = X+ = JX(1+e [ x) = VX(1+ 1/ 2)(8 ] X)+.)
Tn calcul s-a utilizat dezvoltareain serie binomiala afactorului 1+ €,/ X
e = Vx- Vx = (U 2)(g /XWX (133)

Propagarea erorilor relative prin operatiile readizate de calculator se deduce din formulele
de propagare a erorilor absolute .

Adunarea:
5x+y__ex+y___x_'i+_y_'i:_x_ Ext=—="1¢&
X+Y X+Y X X+y Y X+y X+y
5X+y——+§-gx+— =&, (1.34)
Scaderea:
& X y X y
gx_y:_ y_:_ _i—_ _-i:_ _-gx—_ _-gy
X—Yy X-Y X X-Yy Yy X-YVy X—Yy
X
by = — iy~ ==, (1.35)
X-y = X-y
Tnmultirea:
X- V-
W:%:Tey"’_y_ex:g'i_%:gx_kgy
Xy Xy Xy Yy X
&y = &+ &y (1.36)
Tmpartirea:
Buy = Bay | X Y) = (W V)6~ (X1 V)8, )| (XI V) =6/ X €1 Y= &~ 5
Exy = Ex— &y (1.37)
Radacina patrata:

£ =W 2NX(e I X) IV = (112).(8 ) X) = (1/ 2).&
e = 1/ 2)e, (1.38)
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Formulele de calcul a propagarii erorilor relative prin operatiile realizate de calculator
sunt simetrice si din aceste motive se pot realiza grafuri pentru calculul lor. Aceste grafuri se
numesc grafuri de procedura .

1.4. GRAFURI DE PROCEDURA

Aceste grafuri sunt binare , adica intr-un nod intrd cel mult doua marimi si iese o singura
marime. Pentru fiecare operatie aritmetica marca grafului se calculeaza diferit. Marca grafului
pentru operatia de adunare este raportul Tntre valoarea din nodul care se Tnsumeazi si suma
vaorilor din nodurile care se Thsumeaza,
procedeul fiind prezentat prin graful din
fig.1.3. Se dau vaorile erorilor relative
& sl &, alemarimilor care se insumeaza

si eroareaderotunjire ¢, .

Eroarealaiesireagrafului este
Fig¥8"G yatiel de adunare X v
g\)lé/ _ Expy = T =6 +L8 + &
\ !

X+y © X+y Y
(1.39)

Se observa egalitatea expresiel erorii
(1.39) cu cea obtinuta la propagarea erorii
prin adunare prezentata in paragraful 1.3.

Eroarea Tn nodul grafului se
calculeaza dupa modul expus anterior si
nodul poate deveni la réndul sau un
termen sau un factor a urmatoarei
operatii.

Fig.1.4. Graful operatiei de scadere In calculul erorii se tine seama de
vaoarea obtinuta Tn fiecare nod prin
operatia corespunzitoare expresiei a carei valoare a erorii relative o calculam, pentru a
determina marca ramurii grafului. Pentru operatiile de inmultire, impartire si ridicare la putere
marca grafului este constanta indiferent de valoarea obtinuta Tn nodul grafului. Marca grafului
| ru descizut la operatia de scidere se
/\ Lwolleaza ca raportul ntre valoarea
descazutului  si  diferenta  valorilor
\_/ \J/-\ descizutului si scazatorului, iar pentru
- Scazator se calculeaza ca raportul dintre
—valoarea scazatorului si diferenta valorilor
descazutului si  scazitorului, luat cu
¢ nul minus. Eroarea la iesirea grafului
esie datd in formula (1.40), iar graful este

\ prezentat in fig. 1.4.

Fig.1.5.Graful operatiei de Tnmultire
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X y
/ﬂ\ Sx_yzi_yé‘x—rygy-i-é‘r
(1.40)Marca grafului pentru operatia de

Tnmultire este totdeauna constanta egala cu
unitatea atét pentru Tnmultitor cét si pentru

W\ X
—deinmultit. Graful pentru aceasta operatie
este prezentat Tn figura 1.5. Eroarea la
iesirea grafului este data de expresia
urmatoare: g, = &, + &, + &
(1.412)

Marcagrafului pentru operatiade
impartire este totdeauna constants,
avand valoarea 1 pentru deimpartit si -1
pentru Tmpartitor. Tn figura 1.6 este
prezentat graful pentru operatia

\ > aritmetica de Tmpartire. Eroarea la
iesirea grafului este
(1.42)

) - Exiy =&~ &yt &
Fig.1.7. Graful operatiei de extragere de ) L
radacina patrata Operatia de extragere a radacinii patrate
are marca grafului constanta egalacu 1/ 2 si
este prezentata Tn figura 1.7. Eroarea marimii laiesirea grafului este
e, =0212)¢, +¢, (1.43)

Fig.1.6. Graful operatiel de impartire

Se observa ca expresia erorilor relative obtinute la iesirea grafurilor sunt chiar formulele
de calcul de erorilor relative propagate prin operatiile aritmetice obtinute in paragraful 1.3, iar
marcile grafului sunt identice cu expresiile cu care se Tnmultesc erorile relative ae
componentelor care intervin in operatia de calcul. Pentru usurinta calculului marcilor grafului
se tine seama de modul de calcul prezentat anterior pentru fiecare operatie aritmetica.
Cunoscand erorile relative ale marimilor care intra ntr-o expresie in care avem operatiile de
bazi ae aritmeticii, putem si determini eroarea finala a expresiei cu gjutorul grafurilor de
procedura.

1.5 REGULI PENTRU MARIREA PRECIZIEI
CALCULELOR

Pentru marirea preciziel calculelor Tn aplicatiile practice, este bine si tinem seama de
urmatoarele reguli de calcul:

1. In operatiile de adunare si scidere si se ihceapa cu cele mai mici numere.

2. Si se evite scaderea a doua numere aproximativ egale, prin rescrierea expresiei de
calcul.

3. Expresiile de forma (a—b)-csi (a—b)/ cpot fi rescrise sub forma ac—ab respectiv
(a/c)—(b/c). Daca numerele asi b sunt aproximativ egae, este bine si se faca intéi
scaderea dupa aceea Tnmultirea sau Tmpartirea.

4. Daca nici una din regulile precedente nu pot fi aplicate, pentru minimizarea erorii seva
cauta realizarea unui numar cét mai mic de operatii.
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1.6. APLICATII

1. Si sedetermine o limita superioara a erorii relative pentru expresia:
E(x)= (ax®+bx+c)/(dx+ f)
in punctul x, stiind ca a,b,c,d, f,x, sunt pozitive si au respectiv erorile relative ea , eb
eC,ed, ef, & .

Se cunosc erorile relative ae tuturor elementelor functiel date. Pentru calculul limitel
superioare a erorii relative, se realizeaza graful de procedurid a expresiei date, care este
prezentat in figura 1.8. Tinand cont de grafurile operatiilor aritmetice, se incepe redlizarea
grafului expresiei & cu graful pentru numarator si dupa aceea cu graful pentru numitor
realizénd Tn final un graf pentru operatia de impartire.

Marcile grafurilor operatiilor care intervin in expresie se calculeaza conform expresiilor
(1.39), (1.40), (1.41), (1.42) si (1.43). Pentru fiecare operatie de calcul se da eroarea de
rotunjire notata cu ¢, , i=12,...,8.

Erorile din fiecare punct a grafului se Tnmultesc cu marca grafului corespunzitor iar la
iesire, Tn punctul in care are loc o operatie aritmetica, se Tnsumeaza, indiferent de operatia
aritmetica care are loc in nod.

2
b

e = (gx te t& e tg )#+(8b+gx +& )2—X°+g,

ot 2laxg +bxy+c ° ¥axi+bx,

axg + bx, . c

dx
+&, +|:(£'d + &y, +g6) v i ; (—1)}—
0

: c
axi+bxg+c axi+bxy+c

+( & dx 1 1 +é&, )(—1)+SrB

Daca consideram ca erorile lui a,b,c,d, f,X, sunt obtinute ca erori de rotunjire, atunci

toate erorile din expresie pot fi magjorate cu 5-10°", unde t este numarul de cifre al variabilelor
a,b,c,d, f,x, admisde calculator. Caurmare, expresialimitei erorii relative devine:

5a2x§ v3bxg o 2 J
axy +bxy +c¢ dxg + f

e 35-10‘[
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ax; +bx,
axg +bxo+c

bx,
HXS +bx,

Fig.1.8. Graful pentru calculul erorii relative a expresiei E(X)

Considerand ca x, €[0,1], atunci expresia erorii relative se poate simplifica facand o noua
magjorare si anume Tnlocuim pe X, Tn expresiile de la numarator cu 1, iar Tn cele de la numitor
cu zero. Marginea erorii relative pentru expresia data in conditiile impuse devine:
5a+3b 2d j

+—+5
c f

e s5.1o‘(

Se observa ca limita erorii relative a expresiei E(x) depinde de coeficientii a,b,c,d, f si
de t, mantisa admisi de calculator. S-a considerat ca erorile datelor de intrare sunt

erori de rotunjire. Cand coeficentii nu sunt pozitivi trebuie si se utilizeze valorile absolute
aelor.

2. Se considera expresiile u=a®+3a?+3a+1si v=(a+1)°> unde a este un numar
pozitiv rotunjit Th mod simetric si presupunem ca 1 si 3 nu au erori. S se arate ca pentru a
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foarte mare marginile erorii relative alui u si v devin aproximativ egale iar pentru a foarte
mic marginea erorii relative alui u devine aproximativ de cinci ori mai mica decét marginea
erorii relative a lui v. Numarul maxim de cifre a mantisel admise de calculator este t. Sa se
calculeze marginile erorii relative ale expresiilor date si pentru cazul cand a este exact.

Constructia grafurilor de procedura pentru cele doua expresii, precum si calculul limitelor
superioare ramane ca un exercitiu pentru cititor.

a— = g, < 4010'; ¢, < 4010

a— 0= g, <510'; ¢, < 2510'

R:

e +30V

220K

Ce
= 2204F

“h

Fig.1.9. Etaj de amplificare cu un tranzstor

3. S4 se determine o limita a erorii amplificarii etgjului din figura 1.9, functie de
tolerantele componentelor pasive electronice. Se considera ca rezistoarele au toleranta de 5%
iar condensatoarel e de 10%. Amplificarea de tensiune amontajului este data de expresia:

p - RIR 30

,unde hyy, =
Re+ g le[mA]

R, =rezistenta de sarcina.

Pentru circuitul electronic dat, se poate considera R;=o siR,=0, iar expresia
simplificata aamplificarii in tensiune devine: A, = —-R./ hyy, .

Graful de procedura pentru expresia obtinuta este prezentat in figura 1.10 si este identic
cu cel pentru operatia de impartire. Marcile grafului pentru cele doua marimi care intra in
formula de calcul sunt 1 pentru deimpartit si -1 pentru Tmpartitor. Eroarea calculatd pentru
amplificare nu include si eroare datorata neglijarii rezistentelor de sarcina si emitor. Se
calculeaza o limita a erorii amplificarii circuitului electronic datoratd tolerantelor
componentelor pasive.

Considerand eroarea de rotunjire foarte mica fata de eroarea introdusi de toleranta
componentelor electronice, rezulta urmatoarea expresie de calcul:

13



14 Metode numerice in electronica

= —_ < =
Ep=ER —&p, tISég +ép, T

0,05+ 0,05+ 0510 ~ 01
Amplificarea in tensiune a circuitului

. electronic poate avea o limita maxima a
erorii de 10%.

Analog, se pot calcula erorile maxime
pe care le au diferiti parametrii a circuitelor
electronice, functie de erorile elementelor de
care depind.

vll’i'g.l.lo. Graful de procedura aamplificarii in
tensiune

4. Fie a,b si x trei numere pozitive si exacte. Si se traseze grafurile de procedura si sa

se calculeze marginile erorilor relative de rotunjire pentru expresile u=ax+bx? i
v=x(a+bx). Si se compare cele doui margini ae erorilor, obtinute. Sa se calculeze
marginile erorilor relative si pentru cazul cand cele trei numere au erori de rotunjire.

R: g, <510 '(3bx+2a)/ (bx+a) , &, < 510" (30x+ 2a)/ (bx + )
&, <107} (3bx + 2a)/(bx + a) , &, <107 (30x + 2a)/(bx + a)

5. Se consideri un circuit R,L,C alimentat de la o sursi U. Stiind ci frecventa sursei are
variatia ¢; , iar RL,C au variatiile ¢g, ¢, ., S se traseze graful impedantei
circuitului si si se determine o margine aerorii relative aei.

6. Presupunem ci x si y sunt doud numere pozitive rotunjite simetric. Sa se traseze
grafurile de procedura ale expresiilor u=(X+X+X+X)-y si v=4xy si Si se arate ca
margineaerorii relativealui u este mai mare decét marginea erorii relativealui v.
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REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
ALGEBRICE*

Pana la ecuatiile de gradul patru, algebra dispune de metode si formule pentru
calculul solutiilor acestora. Pentru ecuatiile de grad mai mare ca patru, cu radacini
irationale, determinarea acestora se poate face numai prin aproximatii.

Calculul radacinilor unei ecuatii se face in doua etape: 1) separarea radacinilor, 2)
calculul lor cu o eroare impusa.

2.1. SEPARAREA RADACINILOR

Consideram functia f:[a,b] > R, xe[a,b] si ecuatia algebrica f(x)=0. (2.1)
Separarea radacinilor unei ecuatii f(x)=0 consta Tn determinarea unor intervale in
domeniul de definitie a functiei, Tn care si existe o singura radacina reala. Pentru
separarea radacinilor reale exista mai multe metode dintre care amintim: metoda
sirului lui Rolle, metodasirului lui Sturm si metoda lui Budan-Fourier.

2.1.1. METODA SIRULUI LUI ROLLE

Aceasta metoda se bazeaza pe o0 consecinta ateoremei lui Rolle care afirmi ca: Intre
doua radacini consecutive ale derivatei f'(x) =0 exista cel mult o radacing reala a
ecuariei f(x)=0. Existda cu siguranta o solutie intre radacinile consecutive ae
derivatei f'(x)=0, daca produsul vaorilor functiel pentru cele doua radacini
consecutive ale derivatei este negativ .

Consideram x; < X, < X3 < ...< X, radacinile ecuatiel f'(x)=0. Se construieste sirul
lui Rolle:

f(a), f (), f(Xz),.... £(X4), f(b) (2.2)
Numarul de variatii de semn din sirul lui Rolle reprezinta numarul de radacini reale ale
ecuatiei f(x)=0, iar radacinile consecutive ale derivatei pentru care avem variatia de
semn a sirului reprezintd intervalele Tn care exista o radacina reala a ecuatiei (2.1).
Daca f(x)este definita pe intreaga axa reald, R , sirul lui Rolle contine

*) Bibliografie: [3],[6],[7],[11].[21].
si termenii cu valorile functiei la+oo si -0
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f(-00) f (%) F(Xo) s ooe s F(Xy), T (+0). (2.3)
0..Pentru aplicarea acestei metode trebuie si determinam solutiile ecuatiei f'(x)=0.

Pentru ecuatii de grad mai mic metoda este avantajoasi, dar pentru ecuatii de grad
mare rezolvarea ecuatiei derivatel poate deveni tot atét de dificila ca si rezolvarea
ecuatiei date f(x)=0.

2.1.2. METODA SIRULUI LUI STURM

Consideram functia definita in (2.1) care indeplineste conditiile de continuitate si
derivabilitate pentru x e[a, b|.
Definitia 2.1 Sirul de functii fy, f;, f,,..., f,, continue pe[a,b] care satisfac conditiile:
1) fo(x) = f(x);
2) f.(x)=0 pentru x €[a,b];
3) daci fi(x)=0,1<i<mlsi x €[a,b], atunci
fi_1 (%) fi12(x) <O;
4) daca fo(x)=0 pentru x e(a, b), atunci fo(x)- f,(x)>0
se numeste sir Sturm asociat functiel f (x) .
Numarul radacinilor ecuatiei f (x) inintervalul [a,b] este dat de urmatoarea teorema
Teorema2.1. Fiesirul Sturm fy f, f,,...f,,, @aasat functiei f(x) cu conditiile
f(a)#0 si f(b)=0, atunci numarul de radacini ale ecuatiei f(x)=0 Tn intervalul
[a,b] este dat de diferenta numarului de variatii de semn ale sirurilor:
fo(a) 1(a) , -, fm(@) (2.4)
fo(b) , f1(0) ., Fru(b) (2.5) Tn cazul functiei polinom
P(x) care este definita pe R, teorema (2.1) devine:
Teorema 2.2 Fie R),R,R,,...,P, unsir de polinoame construit astfel
Po= P, Pi= P!, iar R,, este restul Tmpartirii lui R_,la P luat cu semn schimbat,
pentru 2<i<m. Atunci numarul de radicini ale ecuatiel P(x)=0 este ega cu
diferenta dintre numarul de schimbiri de semn alesirurilor:
Ry(—0) ,P(= ) Py(=0), ..., P(—0) (2.6)
R() R() Py(e0), ... ,Pr(0) 2.7
Demonstragie. Trebuie sa ardtam ca sirul format este un sir Sturm. Conditiile sirului lui
Sturm sunt Tndeplinite. Prima conditie este Tndeplinita din constructia sirului. A doua
conditie este Tndeplinitda deoarece consideram ca polinomul nu are radacini multiple,
deci P(x) siP(x) nu au radacini multiple. Construim termenii sirului folosind
algoritmul lui Euclid. Se schimba doar semnul restului.
R1(¥)=R(X).Q(X)-R.(x);i=12..,m-1 (2.8)
Aplicand agoritmul, obtinem: (Ry(x),R(x)) = B,(x) =constantd = 0, deoarece Ry(x)si
R(x) sunt prime intre ele. Pentru R(x)= 0 din relatia (2.8) se vede ca este indeplinita
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si conditia 3 din definitiasirului lui Sturm. Daca P(x) =0 pentru x R, deoarece P(x)
si P'(x) nu au radacini comune, rezulta ca :

P(x) = R(x) = R(x) 0= R{(x)-R(x) = FZ(x) > 0,
expresie care arata indeplinirea conditiei 4 din definitia sirului lui Sturm. Pe baza
teoremei 2.1, teorema este demonstrata.

Tn cazul cand P(x) are radacini multiple, polinomul B,(x) vafi cel mai mare divizor
a polinoamelor: P(x) si P(x). Sirul obtinut se imparte la P,(x) si se obtine sirul
Sturm caruiaii putem aplicateorema2.2 .

Dupa relatia de recurentd (2.8) s-a realizat un algoritm pentru obtinerea unui sir
Sturm atasat unui polinom de gradul n. Algoritmul determina resturile cu semn
schimbat din algoritmul lui Euclid aplicat polinomului si derivatei lui. Daca polinomul
si derivata lui sunt prime, ultimul rest este o constanta iar Tn caz contrar este cel mai
mare divizor a lor.

2.1.2.1. Algoritmul 2.1

{Variabile

grad:gradul polinomului, intreg);

P1:vectorul coeficientilor polinomului;

P2:vectorul coeficienyilor derivatei polinomului;

Rez vectorul coeficienyilor restului;

C1,C2:coeficienyii pentru calculul coeficienyilor restului, reali;

{
pentru i=grad-1 pana la 0 calculeaza P2[i]=(i+1)P1[i+1];

{ daca grad=0 atunci Rez(0)=P21(0)-P1(1)
/* Restul are gradul grad-2 */
altfel
{
calculeaza Cl:=P1[grad]/P2[grad-1];
calculeaza C2:=(P1[grad-1]-C1*P2[grad-2])/P2[grad-1];
pentru i=grad-2 pana la 1 calculeazi
ReZ[i]=P1[i]-C1*P2[i-1] -C2* P2[i];
calculeaza Rez{ 0] =P1[0] =P1-C2*P2[(O];
}
}
Tipareste coeficienyii restului cu semnul schimbat;
}
}

2.1.2.2. Implementarea algoritmului 2.1
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/ *Functia care implementeaz: calculul coeficienyilor primel derivate
a polinomului.
*/
void DerPali( int grad,
double * coef,
double *rez)

{inti;
For (i=grad-1;i>=0;i--) reZi]=(i+1)*coef[i+ 1] ;
}
/* Funcfia care implementeaza termenii gsirului lui Sturm pentru
polinom
Functia intoarce

0 daca nu se poaterealiza sirul

1 daca serealizeaza sirul
*/
int Divi( int grad,

double *p1,

double *p2,

double *rez)
{
double const1,const2;
inti;
if (grad= = 1) {

rez[0]=p1[0] -p1[1];
return1;

else

{

constl=pl[grad]/p2[grad-1];

const2=(p1[ grad-1] -const1* p2[ grad-2] )/p2[ grad-1] ;

for (i=grad-2;i>=1;i--)rez[i]=p1[i] -const1* p2[i-1] -const2* p2[i];
rez[ 0] =p1[ 0] =pl-const2* p2[O];

return O;

}

2.1.3. METODA BUDAN-FOURIER

Aceastd metodd se bazeazi pe teorema lui Budan - Fourier si determini numarul
radacinilor reale ale ecuatiei polinomiale cu coeficienti reali .

Teorema 2.3 Fie polinomul P(x) = ax"+ax™+..+a, cu a, =0 si sirul
derivatelor lui:

P(x),P(x),P'(X) ..., PP (x)za-n! (2.9)

Numarul radacinilor ecuatiei P(x) =0 Tnintervalul (a,b), a,b eR estedat de
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N(a. b) = N(a) - N(b)
sau diferd de acesta cu un numar par
N(a,b) = N(a) - N(b) - 2m,
unde N(a) este numarul inferior de schimbari de semn al sirului derivatelor pentru
x=asl N(b) este numarul superior de schimbiri de semn a sirului derivatelor pentru

x=Dh.

Numarul inferior de schimbari de semn al sirului este numarul de schimbiri de semn
al subsirului termenilor diferiti de zero, iar numarul superior de schimbari de semn a
sirului este numarul de schimbari a sirului unde termenii nuli

R =R == R =0 (R <0 R <o),

sefnlocuiesc cu elementele P9 j=0,1, .., k1 carorali seatribuie semnul

sign RS = (-1)“ signP(g ™

Aceasta metoda are dezavantgjul ca nu determina precis numarul de radacini reae
ale ecuatiei polinomiae.

Dintre toate metodele de separare a radacinilor reale ale unei ecuatii algebrice cea
mai utilizata este metoda sirului lui Sturm, iar pentru ecuatii de grad mai mic ca patru
se poate utiliza cu mult successi metoda sirului lui Rolle.

2.2. CALCULUL RADACINILOR REALE ALE
ECUATIEI ALGEBRICE

Pentru calculul radacinilor reale ale unel ecuatii algebrice se utilizeaza mai multe
metode numerice dintre care amintim: metoda bisectiei (bipartitiel), metoda
aproximatiilor succesive, metoda lui Newton - Raphson, metoda lui Lobacevski si
metoda [ui Bairstow.

2.2.1. METODA BISECTIEI (BIPARTITIEI)

Fie functia continua f : [a,b] > R si ecuatia f(x)=0 care are solutie unica pe
intervalul [a,b]. Pentru conditiile date functia satisface inecuatia f(a)- f(b)<0. Se
pune problema determinarii solutiei « aecuatiei f(x)=0pe intervalul [a,b] (fig. 2.1),
CU 0 anumita eroare ¢ .

Metoda consta ih averificadaca a sau b sunt solutii ale ecuatiel f(x)=0. Daca a si
b nu sunt solutii, se trece la Tnjumatatirea intervalului [a,b] si se determina valoarea
Xm =(a+b)/2. Severifica dacd x,, este solutie a ecuatiei. Aceastd verificare poate fi
facuta prin compararea | f (x,,)|< & sau compararea |b, —a,|< ¢, unde ¢ este eroarea
de calcul asolutiel ecuatiei. Daca x,, este solutie a ecuatiei, problema s-a rezolvat; in
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caz contrar se evalueaza f(a), f(x,) si Se verifica daca produsul f(a)-f(x,) <O
Daci inegalitatea este satisfacuta b =x,, si a=a si solutia se cauta in intervalul
[a,b]. Daca inegalitatea nu este satisfacuti,a, = x,, si b=Db, si solutia se afla in
intervalul [a;,b]. Procedeul continua si se obtin doud siruri convergente: unul

monoton crescator marginit superior de b si atul monoton descrescator marginit
inferior de a:
A<y <y <.<a, <..

b>b>b>.>h >. (2.10)
Sirul lungimilor intervalelor care se obtin prin Tnjumatatire este:
b—a, =(b-a)2 , b,—a,=(b-a)2% ,..,b,-a, =(b-a)y2",
un sir descrescator cu limita zero .

im& =3 _g 2.12)
A " now 20
limb, = a (2.12)

n—o

lima, =« (2.13)

n—oo
Algoritmul de calcul se opreste atunci céand
este Tndeplinitd conditia |, —a,l<& unde €
este eroarea impusia pentru calculul solutiei
ecuatiei date. Solutia ecuatiei este aproximata
.. Cu vaoarea mijlocului intervalului [a,,b,].
Lungimea intervalului tinde la zero cand n
tinde la infinit, limita capetelor intervalelor
Fig.2.1. Graficul funcsiei y= f(x)pe fiind un punct a cirui abscisi este solutia
intervalul [a,b] ecuatiei.

[ R e

2.2.1.1. Algoritmul 2.2. Bisectia pentru polinoame

{Variabile
n: gradul polinomului, intreg;
A: coeficienyii polinomului, vector;
Is|d: limiteleintervalului, real;
er: eroarea de calcul, real;
rad:raddacina, real;
Xm:jumatateaintervalului [ 14,14], real;
/I se utilizeaza functia Valpol din ANEXA 1//

daca Valpol(n,A,ls)* Valpol (n,A,ld)>0 atunci
{scrie ecuaria nu are radacing;
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stop;
}

daca Valpol(n,A,ls)=0 atunci
{rad=ls
stop;

daca Valpol(n,A,ld)=0 atunci
{ rad=Id;
stop;

}
xme= (Is+1d)/2;
cat timp (abs(ld-1s)>er) si Valpol(n,a,xm)<>0 executa
{ xm=(Ist+1d)/2;
daca Valpol(n,a,xm)*Valpol(n,a,ls)<0 atunci |d=xm

altfel Issxm;
}

rad=xm;

}

2.2.1.2. Implementar ea algoritmului 2.2

/* Functia Intoarce:
0in cazde esec
11n cazul unui rezultat corect */

int BisectiePolinom( int grad,
double Coef[],
doublels,
doubleld,
double eroare,
double *radacina)
{

double xm;

if( ValPol(grad,Coef,Is)* Val Pol (grad,Coef,Id)>0 ) return O;
if( ValPol(grad,Coef,|s)==0){

*ragdacina=ls,

return 1,

}

if( ValPol(grad,Coef,I1d)==0){

*radacina=Id;

return 1;

xm=0.5* (Is+1d);
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while ( (fabs(ld-1s)>eroare) & & (ValPol(grad,Coef,xm)!=0) )

xm=0.5*(Id+1s);

if( ValPol(grad,Coef,|s)* Val Pol (grad,Coef,xm)< 0 )Id=xm;
elsels=xm;

}

*radacina=xm;

return 1;

}

2.2.1.3. Algoritmul 2.3. Bisectia pentru ecuatii transcendente

{ Variabile

(F ecuaria, funcrie reala de variabila real)
Is|d: limiteleintervalului, real;

er:eroarea de calcul, real;

xm: mijlocul intervalului, real;
rad:radacina, real;

daca F(Is)* F(1d)>0 atunci { solusia hu exista ,

stop }
altfel
daca F(Is)=0 atunci {solutia este rad=1s;
stop
}
daca F(1d)=0 atunci {solusia este rad=Id;
stop

}
xm= (Is+1d)/2;
cat timp (abs(ld-Is)>er) si (F(xm)<>0) executa
{ xm=(Is+1d)/2;
daca F(xm)*F(Is)<0 atunci |d=xm;
altfel Issxm;
}

solusia este rad=xm;

}
2.2.1.4. Implementar ea algoritmului 2.3

/* Functia Tntoarce:

0n cazde esec

17n cazul unui rezultat corect

*/

int BisecrieFunctie(double (*f)(double),
doublels,
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doubleld,
doubleerr,
double *solurie)

{

double xm;
if (f(1s)*f(1d)>0) return O;
if (f(1s)==0)
{ *solufie=ls;
return1;

}
if (f(1d)==0)
{

*solusie=Id;
returnl;

xm=0.5* (Is+1d);
while( (fabs(ld-Is)>err) && (f(xm)!=0))
{

xm=0.5% (Ist1d);
if (f(19)*f(xm)<0) Id=xm;
elsels=xm;

}
*solugie=xm;
returnl;

}

2.2.2. METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE

Fie functia f :[a,b] - R continua si derivabila pe (a,b) si ecuatia f(x)=0, care pe
intervalul (c,d)c (a,b) are o radacina unici «, f(a)=0. Presupunem ci ecuatia

f(x)=0, sescriesub forma: x = ¢(x) (2.14)
Pentru x, 0 aproximatie initiala, avem urmatoarele succesiuni de aproximatii:
Xy = (/’(Xo) » Xp = (/’(Xl) y X3 = (/’(Xz) y ey Xy = (/’(Xn-l) (2.15)

Ca urmare formula x, = ¢(x,,) reprezinti o formula de iteratie. Aceasta formula de
iteratie este smpla deoarece valoarea calculatid depinde numai de val oarea precedenta
si este foarte avantgjoasi Tn programarea pe calculator, deoarece nu consuma multa
memoriesi timpul de calcul este redus.
Daca valoarea calculata depinde de toate valorile precedente

Xo = 0(Xo 1 Xq 1 Xo 1 oo Xn1) (2.16)
atunci consumul de memorie si timpul de calcul sunt mai mari decdt in cazul
precedent. Daca functia ¢ din formula de iteratie nu depinde de rangul de iteratie,

atunci iteratia este de tip stationar, cazul celor doua iteratii prezentate .
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Formula de iteratie poate depinde si de rangul deiteratie
Xo = 0n(X0 1 X0 Xp 1 ey X1 (2.17)

si Th acest caz rezulta cel mai general mod de iteratie.

Vom studiaformula de iteratie x, = ¢(x,_;) . Problema care se pune este convergenta
sirului (2.15), sir care lalimita da solutia ecuatiei x = ¢(x), deci aecuatiei f(x)=0.

Convergentasirului este data de teorema contractiei .

Definitia 2.2 Aplicatia T: E—~ E se numeste contractie daci exista un 2 eR cu
proprietatea 0< A <1 astfd ca:

p(TX,Ty)s/Ip(x,y), X,yeE

(E, p) reprezentand un spatiu metric complet, iar p(x, y) distanta definita Tn spatiul E.

Teorema 2.4 (Teorema contractiei )

Fiecontractia T: E — E si (E, p) un spatiu metric complet. Atunci :
1) Aplicatia T este continua
2) Oricare ar fi %, € E sirul xy,% , %, ..., X%, , ... definit prin relatia de recurenta
X = TX, (k =0,1,2, ... ,n, ... ) este convergent. Limita sirului este X si este fixa
pentru T, adica T X = X si viteza de convergenta este:

ﬂm
p(Xm, X)S E p(XOl Xl)
3) Punctul x este unic

Fie formula de iteratie x, = ¢(x,,) . Consideram ca solutia ecuatiei x = ¢(x) este a,
deci a=g¢(a). Scazand cele doua relatii se obtine:
X — 8= 9(Xq1)-0(a) (2.18)
Tnmultim partea dreapta.cu (x,_;—a)/ (x,,—a) si rezulta

n—a

Aplicand teoremalui Lagrange

M =9 (&) unde Xxp;<é&<b

Xpg— @

avem
Xo—a=¢ (f)(xn-l - a)
Daca luam valoarea maxima a lui |(p' (x)| in (a,b) pe care o consideram egala cu A
atunci
X, —a < Alx,; -4
X1 — 8] < X p.0) = X0 — 8 < #|xyp — 2 (2.20)
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Daca |(p' (x)|</1 <1 pe intreg intervalul, atunci indiferent de alegerea punctului de
start x,, sirul 2.15 este convergent, deoarece
li - lim A"x,—al=0 li =
pmba el < Jim Ao -g=0 = mx, =2,
valoare care reprezinta solutia ecuatiei 2.14.
Daca |(p'(x)| >1 atunci |x,—a| creste odata cu cresterea lui n, rezultand divergenta

sirului x,,. Aceste cazuri de convergentd a metodei aproximatiilor succesive pentru

] y “y

X
Xo X1 X3 X X oa x5 X
Fig.2.2. Convergenta pentru cazul Fig.2.3. Convergenta pentru cazul
0<p (x)<1 -1< ¢ (x) <0

|go' (x)|<1 si de divergenti a metodei pentru |(p' (x)|>1 pot fi justificate si prin
reprezentari grafice date in figurile: 2.2, 2.3, 2.4, 2.5.
Calculul solutiei prin metoda aproximatiilor succesive se face functie de o eroare
impusa care da criteriul de oprire a programului . Algoritmul setermina cand

[Xp = Xpgl< & (2.21)
ceeace arata ca diferenta dintre doua valori consecutive calculate este mai mica ca &
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y
Y  y=0(X)
y=X
o : X
* X . -
Xo X1 X Xg & X
Fig.2.4. Divergenta pentru cazul Fig 2.5. Divergenta pentru cazul
P (x)>1 @ (x)<-1
sau cand [ f(x)|< & (2.22)

si atunci solutia ecuatiei este aproximata de x,, pentru & suficient de mic.

2.2.2.1. Algoritmul 2.4. Aproximatii succesive

{Variabile
(F functie reala de variabila reala, ecuaria se aduce la x=F(x))
X0: punctul de start, real;
pc: punctul de derivare, real;
Xn: valoarea curenta a radacinii, real;
xn_1: valoarea precedenta a radacinii, real;
h: pasul de derivare, real;
der:derivata functiei, real;
Is|d: limitele intervalului, real;
rad:radacina ecuariei, real;

h=0.0001;
pc=ls;
repeta
der=(F(pcth)-F(xc))/h;
pc=pc+h;
pana cand (pc>1d) sau der>=1;
daca  der>=1atunci
{scrie nu se poate rezolva;
stop }
XnN=Xx0;
repeta
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Xn_1=xn;

xn=F(xn_1);
pang cand abs(xn-xn_l1)<er;
rad=xn;
soluria esterad;

}

2.2.2.2. Implementarea algoritmului 2.4

/* Functia intoarce:
0 cand se gaseste radacina cu aproximagia dorita
1 cand nu se indeplineste condiria de convergenza
2 cand nu se atinge precizia in numarul de pagsi impus

*/

int AproxSuc( double (*fi)(double), /* ecuasia ™/
doublels, /* limita stanga */
doubleId, [* limita dreapta */
double x0, /* valoarea de start */
doubleerr, [* precizia de aflare a soluriei */
int NMax, [* nr. maximde iterarii */
double *sol /* solusia*/

)

{

double xn,xn_1,pct,pas=0.001;

intiter,sem=1;

pct=ls;

do
{

if( Derf(fi,pct)>=1) sem=0;
else pct+=pas;

}
while( (sem==1) && (pct<=ld) );
if(sem==0) return 1;
else

Xn=X0;

iter=1;

do

{

xn_1=xn;
xn=fi(xn_1);
iter++;

}
while ( ( fabs(xn-xn_1)>err ) && (iter<=NMax) );
*sol=xn;
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if (iter<NMax) return O;
elsereturn 2;

}

2.2.3. METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE CU VITEZA
MARE DE CONVERGENTA

Din figura 2.1 se observa ca o noua vaoare x,,, Se obtine din valoarea calculata x,,

(initia fiind x,) la care se adauga o valoare A, corespunzator fig. 2.5

Xne1 = X + Ay (2.23)
unde A= (%)%, (2.24)
Pentru marirea vitezei de convergenta a metodei se pune problema adaugdrii la x, a
termenului KA, cu k>1, astfel cavaloarea x,,, sa fiefoarte aproape de solutie si daca
este posibil si fie chiar a. Deci :

Xpep = X, + KA, (2.25)
Vaoarea lui k se determina cu ajutorul unghiului « prezentat Tn fig 2.5 si a
segmentului A, , kA, , (1-K) A,. Deoarece y = x (bisectoarea intéi) formeaza cu axele
de coordonate unghiuri de 45°, ABC este un triunghi dreptunghic isoscel, deci
AB=BC=(1-k) A,. Din triunghiul dreptunghic TBC rezulta:

A tan a = BC/TB=(1-k)Ax/ (KA, ) = (1-K)/k
(2.26) sau
k=1/(1-tan(a)). (2.27)
Tan « poate fi exprimatd cu gutorul
functiei ¢(x):
tna="—r=0 &) (229
unde x,<gp<a
formula obtinuta aplicand teorema lui
Lagrange .
Din expresiile (2.27) si (2.28) se obtine
expresialui k sub forma
1
K (@ (2.29)
unde ¢ (&) poate fi aproximat functie

de valorile cunoscute astfel :

(2.30)
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Daca tinem seama de formulele (2.30) , (2.29) si (2.25) putem exprima formula de
cacul alui x,,, astfel :

Xne1 = Xo + K(F(%,) = %;) (2.31)
Influentele lui k pentru cele patru cazuri ale valorilor derivatei sunt:

1.0< ¢'(x) <1. Din (2.28) rezulta k (1, «), adici o valoare alui k mai mare ca 1
mareste viteza de convergenta a metodei prin marirea pasului;

2.-1< ¢ (x) <0. Rezulta (1/2)<k<1, adica in acest caz pasul trebuie micsorat
pentru a obtine o marire avitezel de convergentda a metodei;

3. ¢ (x) > 1 Rezultd k e(-, 0), desi metoda n acest caz este divergenta pentru un
k < 0 se poate obtine o imbunatatire a metodei;

4. ¢ (x) < 1. Rezultd ke(0,1/2), adici o micsorare a pasului dar fira a ne
pronunta asupra convergentei sirului Tn acest caz.

2.2.4. METODA NEWTON-RAPHSON

Aplicand metoda aproximatilor succesive cu viteza de convergenta marita pentru
care consideram &= x,, rezulta din (2.31):
1
=X, +—— (¢ (X,) — X 2.32

Xn+1= #n - (Xn) ((p( n) n) ( )
Aceasta expresie reprezinta o formula de iteratie pentru determinarea solutiei ecuatiel
X = ¢(x) si se numeste formula Newton - Raphson .
Formula (2.32) mai poate fi exprimata astfel :

(w(xn) ~Xp 9 (Xn))

1= . 2.33
Xn+1 1_(p (Xn) ( )
Formula de iteratie (2.33) poate fi reprezentata sub forma:
X)—X X
X1 = O(%n) unde g(x) = o(x)=xo (x) (2.34)

1-¢ (x)
Conditia de convergenta asirului, spre solutia ecuatiel, este data de relatia |g' (x)| <1.
Calculam derivatafunctiei g(x)
g (x)= £ et -x (2.35)
[1— 1) (x)]
Pentru convergenta metodei Newton - Raphson este necesar ca |g (x)| <1, conditie
satisfacuta daca:
1. Solutia de start x, este aleasa cét mai aproape de solutia ecuatiei, pentru ca
@(x)—x s fiecat mai mic;
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2. ¢'(x) estecét mai mic;

3. ¢ (x) nu esteaproapede 1.

Formula Newton - Raphson (2.32) poate fi scrisd si pentru ecuatiaimplicitd f(x)=0
astfel :

y=p(X)

oo oo ol oo

v

X0 a X X
Fig.2.7. Determinarea grafica asolutiel prin
metoda Newton-Raphson

Fig.2.8. Determinarea grafica a solutiei
prin metoda tangentei.

- (%)
Xnr1 = Xn — £ (Xn) (236)

unde f(x) = ¢(x)-x=0.Tn acest caz formula (2.35) se scrie sub forma:

3= LX) (2.37)
[7 ()

iar conditiile de convergenta se transcriu:

1. Solutiade start si fie cat mai aproape de solutia ecuatiei, f(x)si fie cat mai mic;

2. f'(x) sifiecét ma mic;

3. f () sifiecat mal departat de zero.

Formula (2.36) mai poarta numele si de metoda tangentei. Interpretarile

geometrice ale metodei Newton-Raphson date prin formulele (2.32) s (2.36) sunt

prezentate in figurile 2.6, respectiv 2.7.
Sirul solutiilor ecuatiei Thcepe cu solutia de start x,. In punctul de abscisi x, a

curbel y = ¢(x) se traseaza tangenta la curba si se determina punctul de intersectie a
tangentei cu prima bisectoare. Abscisa x; a punctului de intersectie este urmatoarea

valoare a solutiel ecuatiei la primul pas de iteratie. Procedeul de determinare a solutiei
ecuatiei la pasul de iteratie curent se face prin determinarea abscisel puncului de
intersectie al tangentei la curba in punctul de abscisa determinat anterior si prima
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bisectoare. Sirul de abscise determinat, dacid Tndeplineste conditia de convergenta,
tinde la solutia ecuatiei x = ¢(x). Pentru metoda tangentei se traseaza tangenta la

curba y= f(x) in punctul de abscisi calculat anterior care se intersecteaza cu axa Ox .
Abscisa punctului de intersectie reprezinta solutia ecuatiel la etapa curenta de iteratie.

2.2.4.1. Algoritmul 2.5. Newton-Raphson pentru ecuatii
transcendente

{Variabile
(F ecuaria, functiereala de variabila reala)
x0:valoarea punctului de start, real;
nmax: numarul maxim de iterarii, Tntreg;
i:contor, intreg;
xn:valoarea curentd a raddcinii, real;
xn_1:valoarea precedenta a radacinii, real;
h,er:pasul de derivare, eroarea,reale;
der:valoarea derivatel inxn_1, real;
rad:radacina ecuariei, real;
{
i=0;
XnN=Xx0;
h=0.0001;
repeta
Xn-1=xn;
der=(F(xn-1+h)-F(xn-1))/h;
daca der=0 atunci
{ scrie ecuasia nu se poate rezolva;
stop;

xn=xn_1-F(xn_1)/der;
i=i+1;
pana cand (abs(xn-xn_1)<er) sau (i>nmax);
daca i>nmax atunci
{
scrie solugia nu poate avea precizia data;
stop;
}
rad=xn;
scrie solusia este rad;
}
}

2.2.4.2. Implementarea algoritmului 2.5
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/* Functia intoarce:
2 cand derivata este nula
1 cand nu pot afla radacina cu precizia dorita
01n caz de succes
*/
int NewtonRaphsonF( double (*f)(double),
double x0,
int niter,
double err,
double *solurie)
{
double xn,xn_1,aux;
int cont=1;
XN=X0;
do
{
xXn_1=xn;
if( (aux=Derf(fxn_1))==0) return 2;
xn=xn_1-f(xn_1)/aux;
cont++;

while( ( fabs(xn-xn_1)>err) & & (cont<=niter));
if (cont>=niter) return 1,

*solugie=xn;

return O;

2.2.5. METODA NEWTON-RAPHSON PENTRU POLINOAME

Aceastd metoda mal poarta numele si de metoda Birge - Vieta.
Fie ecuatia polinomiala P(x) =0
P(X) = aX™ + ay, x™ 4. 4ax+ ag
Aplicam formulade calcul (2.36)

P(X)
Xne1 = Xy — — 5 2.38
n+1 n P (Xn) ( )
Pentru calculul valorii unui polinom fntr-un punct dat x,, aplicim urmatorul
procedeu:

P(X) = (X— %) (X™ ™ + by, X" 24 Abx+ ) + by, iar P(xg) = by (2.39)
Pentru determinarealui by, identificim coeficientii polinoamelor din (2.39) si rezulta:
an = bm

a=hb-xb,, i=m-1m-2..,210
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Pentru calculul coeficientilor b, utilizam formulele :
b = &
bh=a+xb,; i=m-1m-2..210
valoarealui by, este P(x;).
Pentru calculul P'(x,) utilizim formula (2.39):

P(xg)) = (X=%)Q(X) + by unde Q(X) = bx™* + by X™ Z+..+byx+ by
Prin derivarea expresiei obtinute rezulta :

P'(x) = (x—%)Q (X) + Q(x) , iar valoarea derivatei polinomului In x, se calculeaza
cu formula: P'(x,) = Q(x,) ceea ce duce la determinarea valorii lui Q(x,), polinom ai
carui coeficienti au fost obtinuti anterior.

Q(X) = (X = Xg)(CX™ 2 + G X™ 34 4CX + C) + ¢
Aplicand acelasi procedeu ca anterior rezulta:
Cm= bm
C =y = XoCjq j=m-1m-2,..21
iar valoarealui ¢, reprezinta valoareaderivatei polinomului Tn punctul X, .
Formula de iteratie (2.38) pentru calculul solutiei polinomului devine:

Xne1 = % — Bo/Cy (240)
unde;

By = an

b=a-+xb, i=m-1.210 (2.41)

Cn = by

G=R+XGy i=m-1.21

2.2.5.1. Algoritmul 2.6. Newton-Raphson pentru polinoame
//Se utilizeaza functia Valpol si Derpol din ANEXA 1/

{Variabile
n:gradul polinomului, Tntreg;
A: coeficienyii polinomului, vector;
x0:val oarea de start, real;
er: eroarea de calcul, real;
xn:valoarea curenta a radacinii, real;
xn_1:valoarea precedenta a radacinii, real;
nmax: numarul maxim de iterayii, Intreg;
i:contor, Intreg;
rad:radacina ecuarie, real;

{
i=0;
Xn:=X0;
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repeta
xn_1=xn;
daca Derpol(n,A,xn_1)=0 atunci
{
ecuatia nu se poate rezolva;
stop;
}

xn=xn_1-Valpol(n,A,xn_1)/Derpol(n,Axn_1);
i=i+1;
pana cand (abs(xn-xn_1)<er) sau (i>nmax);
dacd i>nmax atunci
{
Nu avem precizia cerutd;
stop;
}
rad=xn;
scrie solufia esterad;

2.2.5.2. Implementar ea algoritmului 2.6

/* Functia intoarce:
2 cand derivata este nula
1 cénd nu pot afla radacina cu precizia dorita
01n caz de succes

*/
int NewtonRaphsonP( int grad,
double coef[],
double x0,
int niter,
doubleerr,
double *solurie)
{
double xn,xn_1,aux;
int cont=1;
XN=X0;
do

{
xn_1=xn;
if(( aux=ValDerPol(grad,coef,xn_1))==0) return 2;
xn=xn_1-ValPol(grad,coef,xn_1)/aux;
cont++;

}
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while( ( fabs(xn-xn_1)>err) & & (cont<=niter));
if (cont>=niter) return 1,
*solugie=xn;

return O;

2.2.6. METODA NEWTON-RAPHSON PENTRU RADACINI
FOARTE APROPIATE

A in cele doua radacini apropiate ia aceessi
valoare egala cu zero, conform teoremei lui
y Rolle existid cel putin un punct xe(a ,a,)

astfel ca derivata functiel sa se anuleze (fig
2.8).

Ly ()= p(x)-x
f(a)=¢(ay)-a =0
f(ay)=9¢(ay)-a, =0
Rezultd ca exista un x e(a, &, ) pentru care

o

X
& & . f(0=0.Rezulti ci f (x)=¢ (x)-1 adica
¢(x)=1. Vom cacula solutia ecuatiei
Fig.29. Graficul funciei cu doua ¢ (x)=1, aplicand aceeasi metodd Newton -
radacini foarte apropiate. Raphson, scriind ecuatia derivatei egala cu
unitatea, sub forma:
X=X+p(X)-1 (2.42)

Consideram radicina acestei ecuatii X=C €(&,8) pe care o putem lua cu aproximatie
lamijlocul distantei dintreradacinile a; si a,. Luand distantadintre

radacini egala cu 2d, atunci c—d si c+d sunt doua valori foarte apropiate de
radacinile ecuatiel a, , respectiv a,, pe care le putem lua ca valori de start . Problema

care se pune este determinarea valorii lui d , deoarece radacinile ecuatiei a;,a, nu sunt
cunoscute. Pentru aceasta se dezvolta in serie Taylor functia (p(x) n jurul punctului c,
solutie a ecuatiei (2.41)

() (xo)

o(X)=90(c)+0(c)+
Seiau in considerare primii trei termeni ai dezvoltarii. Luand x = c+d, rezulta:
p(c+d) = p(c)+dg (c)+d?/ (2)g"(c),
sau c+d=gp(c)+d+(d?/2)g"(c),

o (C)+.. (2.43)
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expresie care se poate scrie sub forma:

C-p(C

o= [ Ac010) (2.44)
o(c)

Cu gjutorul formulei obtinute (2.44) se poate determinavaloarea lui d daca se cunoaste

solutia ecuatiel (2.42) si se pot calculavalorilede start c—d si c+d pentru cele doua

solutii a respectiv a,.

2.2.7.METODA LUI BAIRSTOW

Aceasta metoda determina toate radacinile atét reale cat si complexe ae unei ecuatii
polinomiale cu coeficienti reali. Fie ecuatia:
P(x)=x"+a, X" +a, X" 2+ .+ax+a,=0 (2.45)
care admite solutiile x;,%,,%s,...%, (2.46), care pot fi reale s complexe. Radicinile
complexe sunt conjugate douia céte doua. Principiul metodel consti Tn scrierea
polinomului sub forma unui produs de doua polinoame unul de gradul doi si celalalt
de gradul n-2. Deci va rezulta o ecuatie de gradul doi pe care o vom rezolva usor
aplicand formulele de calcul ale solutiilor si o ecuatie de gradul n-2 pentru care vom
proceda lafel pentru descompunere. In acest mod, din aproape in aproape, vom obtine
toate solutiile ecuatiei polinomiale initiale. Problema principala a metodel este
determinarea coeficientilor polinomului de gradul doi si acelui de gradul n-2. Ecuatia
(2.45) poate fi scrisi astfel:
P.(X) = (0 + sx+ p)(X" 2+ b_x" 2+ b, X"+ 4bx+ b,) + Rs+ S (2.47)

Prin identificarea coeficientilor de acelasi grad a ecuatiilor (2.45) si (2.47) se obtin
expresiile recursive dintre coeficientii celor doua polinoame pentru determinarea
coeficientilor b,i=n-1,n-2,...,2, R si Sfunctiede s si p. Determinarea valorilor
lui s si p sefaceastfel ca R si Ssi seanuleze. Tn acest caz solutiile polinomului de
gradul doi sunt solutii si pentru ecuatia data.

a3 =by +s

a2 =0, o +sb,+ P

a3 =by_3+ 30>+ pbyy

——————————————— (2.48)
3, = b, + sy + pb,

a = R+sb, + pb;

3 = S+ pb,

Din relatiile (2.48) se pot deduce relatiile recursive pentru calculul coeficientilor celor
doua polinoame in care s-a descompus polinomul initial:
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B1=2a,1-5S

By o=a, - 1—-Pp

b3 =an_3— s — P4

——————————————— (2.49)
b, = a, — sy — phy,

R= 2 —sb, - pb,

S=ay- pb,

Pentru uniformizarea formulelor de calcul (2.49) se face substitutiaformala :
R:bl:al_§)2_pb3 (250)
S=hy+shy

rezultand sistemul neliniar:

By 1=a,,-5S

B o=a, -0, ;- P (2.51)
B = a — b — P2

k=n-3n-4,..,210

unde R(s,p) si S(s,p) au expresiile (2.50).
Determinarea coeficientilor s si p se face astfel ca restul Rx+S si fie zero,
obtindnd n acest mod un produs de doua polinoame, unul de gradul doi si celalalt de
gradul n-2 egal cu zero. Pentru ca Rx+ S = 0 pentru orice x rezulta:

R(s,p)=0

Ss,p)=0 (2.52)
Sistemul neliniar (2.52) se rezolva cu metoda lui Newton sau a matricel functionale
prezentata in capitolul 3. Din sistemul neliniar (2.52) se obtine urmatorul sistem liniar
n As, si Apy :

IR(sy, Px) As, + 5R(2<a Px)

Ap, =-R(s,,
Js Pk (Sk» Px)

(2.53)
IS(s, Px) IS(sis Px)
A APy = —S(S¢,
25 ST o Pk (Sk» Px)
unde As, =S, — S 1a Ap, = Pe,1— Py, Kreprezinta gradul iteratiei. (2.54)

Se porneste cu o solutie de start (s, p,) care se nlocuieste Tn sistemul (2.53) si se

obtin iterativ cu ajutorul formulelor (2.54) , solutiile sistemului.
Din expresialui R(s, p) si alui S(s,p) se deduc derivatele partiale in raport cu ssi p.
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IR(s,p) _ by
s s
IR(s,p) _ by
op  Ip
oSsp) _ D by
s Js  0Os
op op op

(2.55)

Se observa ca Tn ambele derivate partiale alui R(s,p) si S(s,p) in raport cu ssi p avem
derivatapartialaalui b, , k=1,2,3,...,n-1 Tnraport cu ssi p.
M b .
s 9 Q= op k=n-1,n-2,...,2,1,0 se pot calcula vaorile
expresiilor (2.55) prin derivarea expresiilor (2.51) .
tn—l =-1
th2=-Stha—ba (2.56)
ti =St Pli2 =B
k=n-3n-4,..10

Daca notam t, =

Onh-1 = 0
Oh2=-1
(2.57)
Ok = —SOks1— P-Oksz — Beip
k=n-3n-4..10.

Coeficientii sistemului (2.53) se calculeaza mai Tntéi in punctul de start astfel:

R(sp, Po) = b1 (Sp Po)

S(sp, Po) =bp (S, Po) +b1(Sp, Po)So

I(Sy: Po) _t,(
s 1 SO! pO)

R,
—(;Op %) _ 4y (50: o) (2.58)

9SSy, Po)
s

IS(sp, Po)
op

=10(So+ Po) +11(So+ Po)So +01(Sps Po)

=00 (S, Po) + 91 (S0 Po)

Se rezolva sistemul pentru solutia de start, iar din expresiile (2.54) se determina
solutiile sistemului pentru iteratiaintéia s si p,. Se continua procesul de iteratie pana
cand | [sey—Sd< e si |Pes— Pel< € unde ¢ este eroareaimpusi. Pentru aceste valori
de solutiilor sistemului se considerd S(S,1 Prig) =0 si R(Se.1, Pe,y) = 0. In aceste
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conditii, prin rezolvarea ecuatiei de gradul doi, se obtin doua solutii reale sau
complexe ale ecuatiei initiale (2.45). Continuéand la fel cu ecuatia de gradul n-2 se
obtine Tn final un polinom de gradul doi daca n este par si un polinom de gradul ntai
daca n este impar.

2.2.7.1. Algoritmul 2.7. Metoda lui Bairstow

{Variabile
a:vectorul coeficiensilor ecuasiel de rezolvat;
b:vectorul coeficienyilor polinomului obfinut prin descompunere;
As,Ap:variarilelui ssi p;
s,p: coeficienyii polinomului de gradul doi, reali;
R,S.coeficienyii restului, reali;

g% :derivatele parsiale ale lui Rin raport cu ssi p, reale;

> %
%

.derivatele parziale ale lui Sinraport cussi p, reale;

S Pp -Soluriile de start pentru calculul lui ssi p, reale;
& eroareade calcul, reald;
n,i,k:intregi;
{
daca a, # 1 atunci pentru k=n-1 pana la 0 ak::% ;
n
i:=n;
ji=-1
repeta
i:=i-2;
repeta
ji=j+L

bi1(Sj.Pj) = aii—S;

bi(s;.p;)=ai—s;-bi1— P;
pentru ki =i-1 pandla0 py(s;,p;) = ax—Sj-bkia— Pj-bk:2

tia=-1
ti=—Sjtia- b1
pentru k=i —1panala0 ty = —Sj.ty,1— Pj-tiz— by
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qi+l: 0
q,= -1

pentru k=i -1panala0 q, = -s;.q,,,~ P;-0,,,~ bx:2

R(s;, pj) = h(s;, py)
S(sj, ;) = o(s;, py) + bu(s;, p;)s;

(s, p;)

# = tl(Sj,pj)

R(s, pi)

# = ql(sj,pj)

@ =to(S;. P) + (s} py)s; +u(s;. py)
(s;, p;)

#: q,(s;. pj) +S,%(s;. p;)

rezolva sistemul

R(s;, p;) AS + R(s;, p;)

= J Ap; = —R(s;, p)
és(s'vp') ﬁs(s'!p')
% : As; + . Apj =-S(s;, p;j)

Pj.1 = Ap; + Pj
pand cand (Isj., - sjl< &) N (1P, — Pl <&
rezolva ecuafia x* +s; ;X + pj,; =0
pand cand (i-2<2)
Rezolva ecuasia de gradul 1 sau 2;
Tipareste soluriile;

}
}

2.2.7.2. Implementarea algoritmului 2.7

/* Functia care intoarce semnul unui numar real */
int Sgn( double x)
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{
if >0) return 1;
if (x<0) return -1;
return O;

/* Functia Sgn */
/* Functia pentru rezolvarea ecuasiei de gradul doi */
void ECGR2( double a,
double b,
doublec, /* coeficientii ecuagiel */
double*xr1,
double *xi1,
double *xr2,
double*xi2  /* parteareala si imag. a solugiilor */

)

doubled; /* determinantul ecuasiei */
d=b*b-4*a*c;
switch ( Sgn(d) )

{

case l: {
*xr1=(-b+sgrt(d))/(2* a);
*xi1=0;

*xr2=(-b-sgrt(d))/(2* a);

*Xi2=0;
break;
}

case 0: {
*xrl=-b/(2*a);
*Xi1=0;
*Xr2=*xrl;
*Xi2=0;
break;
}

case-1:{
*xrl1=-b/(2*a);
*Xil=sgrt(-d)/(2* a);
*Xr2=*xrl;
*Xi2=-(*xil);
break;

} I* switch */

}; /¥ ECGR2 /*

/* Functie care implementeaz: efectiv metoda Bairstow pentru
rezolvarea ecuariilor polinomiale furnizand atét soluriile reale, cat si
complexe, simple sau multiple. Ea intoarce urmatoarele coduri:
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1 daca se obyin soluriile aproximative ale ecuayiei
2 daca nu exista solugie unica (la determinant vez alg)
3 dacd nu este atinsi precizia dorita
*/
int Bairstow( int grad, /* grad polinom*/
double coef[], /* coeficienyii polinomului */
double szero, /* solutia de start pt s-vez alg */
double pzero, /* solusia de start pentru p -vez alg */
double eps, /* precizia dorita a solugiilor */
int nmax, /* numarul maximde iterarii */
double alfar[], /* parteareald a vect. solusie */
double alfai[] /* parteaimaginara a vect solusie */
)
{
/* Serecomandda a se vedea algoritmul */
doubleR;  /* coeficientul lui x al restului funcrieder si s*/

double S * coeficientul liber al restului funcrieder si s*/

double RS, /* derivatainraport cusalui R*/
double RP; /* derivatainraportcupalui R*/
double SS; /* derivatainraportcusalui S*/
double SP;  /* derivatainraport cup alui S*/
double D; /* determinantul delarez. sist.*/
double DS, /* delta_s necunoscuta 1 din sistem*
double DP; /* delta_p necunoscuta 2 din sistem */
double s0; [* solusia sla pasul anterior */

doublep0; /* solufia p la pasul anterior */
doublesl;  /* solusia slapasul actual */
double p1; /* solusia p la pasul actual */
intseml;  /* Semafor deiesire din bucla mare vez algoritm*/
int sem2; /* Semafor deiesire din bucla mica vez algoritm*/
intk /* Un contor */

intj; /* ordinul radacinii curente; la un pas aflu rad.j */
[* srad. j+1*/

int m; /* ordinul polinomului la un moment dat */

inti; /* numarul deiterarii curent */

double b[NrMax] ; /* coeficienyii polinomului de ordin m-2 */
double t[NrMax] ; /* vectorul derivatelor coefic. b Tn raport cu s*/
double g[ NrMax] ;/*vectorul derivatelor coefic. B in raport cu p *
/* realizam normarea polinomului */

for(k=grad-1; k>=0;k--)coef[ K] /=coef[grad] ;

coef[grad]=1;

/* end normare */
=L

sem1=0;

do

{
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m=grad
switch (Sgn(m-2))
{

case-1:{ /* aramasec. degr 1*/
alfar[j]=-coef[m-1];
alfai[j]=0;
seml=1,;
break;
3
case 0:{ /* aramasecuasiedegr 2 */
ECGR2(1.0,coef[ m-1] ,coef[ m-2]
&alfar[j] ,&alfai[j],
&alfar[j+1] &alfai[j+1]);
seml=1;
break;

case 1:{ /* ecuarie de grad mai mare ca doi */
s0=rzero;
pO=szero;
i=1;
sem2=0,
do
{

b[m-2]=1;
b[ m-3] =coef[ m-1] -r0;
tfm-2]=0;
t[m-3]=-1;
qlm-2] =q[m-3] =0;
if(m> 3)for (k=m-4;k>=0;k--)

{
b[ K] = coefl k+ 2] -b[ k+ 1] * S0-b[ k+ 2] * p0;
t[K] =-b[ k+ 1] -t[ k+ 1] * sO-t[ k+ 2] * pO;
qrK]=-q[ k+1] *s0-q[ k+ 2] * pO-b[ k+ 2] ;
}

R=coef[1] -s0*b[ 0] -p0* b[ 1] ;
S=coef[ 0] -p0* b[ O] ;
RS= -b[0]-s0*t[ O] -pO*t1] ;

RP= -q[0]*s0-b[ 1] -p0* o[ 1] ;
SS= -p0*t[Q];

SP= -b[0]-p0*q[0];
D=RR*SSSR*RS
if(D!=0)

{
DS=(-R*SS+S*RY)/D;
DP=(-S*RR+R*SR)/D;

s1=s0+DS,
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pl=p0+DP;
if((fabs(DS)<=eps)& & (fabs(DP)<=¢€ps) )

ECGR2(1,r1,s1,&alfar[j] ,&alfai[j],
&alfar[j+1] &alfai[j+1]);
j+=2
sem2=1,
for (k=0; k<=m-2; k++)coef[K] =b[K] ;

else

o
i++;
if(i>nmax) return 3;
else
{

0P=s1;
pO=p1;

elsereturn 2;
} while (sem2!=1);
break;

}; I* Case*/
} while (seml!=1);
return 1;
} /* end Bairstow */

2.3. APLICATII

1. Se considera un amplificator integrat, avand in bucla deschisi o amplificare de
forma:
338.6260295

H(s) = 3 >
s® + 05284s° + 0.05120153s + 0.00096807437

Sa se determine polii functiei de amplificare.

Pentru rezolvare, mai Tntéi determinam numarul de radacini reale ae polinomului de la
numitorul fractiel aplicand sirul lui Sturm. Cu gjutorul functiei ce implementeaza sirul
[ui Sturm se obtine urmatorul sir:
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f,(s) = s° + 05284s? + 0.05120153s + 0.00096807437;

f,(s) = 3s® +10568s+ 005120153
f5(s) = 00279125+ 0002038
f,(s) = 0.009969

Se determina numarul variatiilor de semn ale sirului lui Sturm la -0 si c. Pentru
aceasta se realizeaza tabelul 2.1

Tabelul 2.1

fa

f,

+

+

3

0

+

+

+

+

0

Diferenta dintre numarul de variatii la - si o da informatii asupra numarului de
radacini reale ale ecuatiei date. Pentru determinarea intervalelor in care se gasesc
solutiile ecuatiei date, facem sirul derivatelor.

f(s) = s° + 05284s? + 0051201535 + 0.00096807437:
f'(s) = 3s? +10568s+ 005120153
f'(s)=6s+10568

f'(s)=6

Se determina solutiile ecuatiilor din sirul derivatelor si se tine seama ca ntre doua
radacini consecutive ale derivatei unel functii poate exista cel mult o radacina a
functiel. Solutiile se determind cu eroarea ¢=10"° suficienta pentru determinarea
intervalelor in care se gasesc solutiile. Pentru derivata de ordinul doi se considera
intervalul (-5,+5) si se determini solutia s, = 0.17613 cu gjutorul metodei bisectiei.

Pentru derivata intéi se determini o solutie Tn intervalul (-5,0.17613) si cealalta in
intervalul (0.17613,5). Se obtin solutiile:

s, = —029426; s, = —0.05800
Acum se pot determinaintervalele in care se gasesc polii functiei de amplificare:
(-5,0.29426) ; (-0.29426,-0.05800) si (-0.05800,5)
Polii sunt determinati cu metodele:

Bi secti e: s =-0409; s, =-00943; s; =-00251
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Aproxi matii succesive: § =-0409; s, =-00943; s; =-00251
Newt on- Raphson: s, =-0409; s, =-00943; s; =-0.0251
2. Se considera functia de transfer aunui filtru analogic de tip Cebisev datd sub forma:

004381
s* +06192s® + 06140169252 + 0.20379268s + 0.0491588

H(s) =

Sa se determine palii filtrului.

Filtrul admite poli complecsi si pentru determinarea lor aplicim metoda lui
Bairstow. Se obtin urmatorii poli ca solutii ale polinomului de la numitorul functiei de
transfer:

S, =—0090700+ 0.639041i S s, =-0.218900 + 0.264732i
3. Sedi ecuatia
e -1/x=0
care are o solutie in intervalul (0.1, 1). Sa se calculeze solutia ecuatiel aplicand metoda
bisectiei pentru ecuatii transcendente, metoda Newton-Raphson si  metoda

aproximatiilor succesive. Eroarea de calcul se considera ¢ = 00000000001 pentru toate
metodele. S se compare rezultatele.



3

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR
DE ECUATII’

Fiefunctia f: X->Y, Xc R", YcR" si f(x) =0 un sistem de ecuatii. Dupa gra-
dul necunoscutelor careintra in aceste ecuatii, sistemele sunt liniare, daci termenii

ecuatiilor sunt de gradul Tntéi si neliniare daci exista ecuatii ce contin termeni de grad
mai mare ca unul.

3.1. REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR
LINIARE

Un sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute se prezinta astfel:

A% + aoX + ot Ay X, =Dy
Ay X + BoXo + ot Ao Xy =D,

(3.1
AyXy + 8oXo + oot A X, = by
sau matriceal AX=B (3.2
unde:
a, & - &
8y 8y - @n
X by
X ] b,
X=| %3 (34) si B= |b; (3.5)
X b,

Metodele de rezolvare a sistemelor liniare le putem Tmparti Tn doua categorii: metode
directe care presupun un numar finit de operatii si metode indirecte care

*) Bibliografie [3], [4], [5], [8], [9]. [15], [17]
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implica un numar infinit de operatii. Tn realitate nici 0 metoda nu poate avea un numar
infinit de operatii.Metoda indirectd necesitd un numar infinit de operatii pentru
obtinerea solutiei exacte si din acest motiv operatiile se trunchiaza rezultand o eroare
de trunchiere. Metodele directe determina, printr-un numar finit de operatii solutia
exactd asistemului daca aceasta exista.

3.1.1. METODE DIRECTE

Dintre metodele directe prezentaim metoda pentru sisteme triunghiulare, metoda
eliminarii a lui Gauss, metoda lui Cholesky, metoda Gauss-Jordan, metoda lui Crout
si metoda QR.

3.1.1.1. Sistemeinferior triunghiulare

Aceste sisteme sunt de forma urmétore:

auXi=hb
axnXitaxnX=b;
anXitamXe+amsXz=bs (3.6)

Am X1t Anz X2+ Anz Xzt ann Xn = bn

Pentru rezolvarea sistemului se aplica metoda substitutiei. Se calculeaza solutiile cu
formulele:
i-1

b bi— 2 aj X
xi=2 siox = = i=1,23,...n (3.7
an dii

3.1.1.1.1. Algoritmul 3.1. Sistemeinferior triunghiulare

{ Variabile
A: matricea necunoscutelor sistemului;
B: vectorul termenilor liberi;
X: vectorul solutiilor;

{

calculeazi X1 = b

ai
pentrui=2,...,n
i-1
b — 2 ai x;
calculeazd  x = ——=>— ;
aii
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pentrui= 1, ..., n tipareste x; }

3.1.1.1.2. Implementarea algoritmului 3.1

/* Funcria implementeaza metoda de rezolvare a sistemelor inferior
triunghiulare. Functia Tntoarce determinantul matricei principale */
double TRIUNGHIINF  (int or_mat,

double MAT[][NrMax],
double TL[],
double XX[])

{
inti; /* indicedelinie*/
intj; /* indice de coloana */
double d=1; /* determinant */
for (i=1i<=or_mat;i++) d*=MATII][i];
if (d==0) return O;
for (i=1;i<=or_mat;i++)
XX[1]=TLIi];
for(j="1;j<=i-1;j++) XX[i]=XX[i] -MATLI] [j]* XX[]];
XX[1]=XX[1]/MATTI][i];
}
returnd;
}

3.1.1.2. Sisteme superior triunghiulare

Sistemele de tipul superior triunghiular sunt de forma:

Q1 Xa+ Quz Xo + QuaXat-+ain Xn = D1
Az Xo+ Az XoH+A2n Xn = D2
a-33X3+"”L a3n Xn = b3 (38)

Calculul solutiilor sistemului se fac printr-o retrosubstitutie cu ajutorul umatoarelor
formule:

b - zainj

Xn= 2 s x=—1— i=n-ln2...1 (3.9)
Am dii
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3.1.1.2.1. Algoritmul 3.2. Sistem superior triunghiular

{ Variabile
A: matricea necunoscutelor sistemului;
B: vectorul termenilor liberi;
X: vectorul soluiilor;

n,i,j:intregi;
{
calculeazi xn:ﬁ ;
aAnn
n
b - .Zaij X

pentrui=n-1,..., 1 calculeazi y; = — "+ ;

aii

pentrui=1,..., n tipareste x;

3.1.1.2.2. Implementarea algoritmului 3.2
/* Funcria intoarce determinantul matricei principale */

double TRIUNGHISUP (int or_mat,
double MAT[][NrMax],
double TL[],
double XX[])

{
inti; /* indicedelinie*/
intj; /* indice de coloana */
double d=1; [* determinant */

for (i=1;i<=or_mat;i++) d*=MAT[I][i];
if (d==0) return 0;

[*retrosubstitusia */
for (i=or_mat;i>=1;i--)
{
XX[]=TLL];
for(j=or_mat;j>=i+L;j~) XX[i]=XX[i]- MATLil[jl *XX{il;
XX[i]=XX[I]/MAT[i][i];

}
returnd;
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3.1.1.3. Metoda lui Gaussdediminare

Aceasta metoda consta in redlizarea unui sistem triunghiular prin eliminarea
termenilor de sub diagonala principala, sistemul (3.1). Pentru aceasta se analizeazi toti
termenii a,; , k=1,....n, si ecuatia care are valoarea maxima a acestui coeficient este
adusa pe primul loc. Daca toti a,; =0 pentru k=1,...,n sistemul este incompatibil. Prima
ecuatie a sistemului dupa reordonare se inmulteste pe rénd cu factorul :

My =K k=2,..n (3.10)

a
si se scade din ecuatia de pe pozitia k , obtinand pe coloana 1 toti termenii zero in
afara de a,, . Sistemul devine:

aﬁ) Xq + ag)x2 + a%)x3+...+a£,1])xn = bfl)
ag)x2 + ag) x3+...+a(2ﬁ)xn = bgz)
ag)x2 + agg)x3+...+ag,21)xn = b§2> (311)

ar(122)xz + a&?o,)X3+...+agﬁ)xn = br(f)

Procedeul se continua cu aducerea pe locul lui a,, a celui mai mare termen din
coloana doi si se Tnmulteste liniaadouacu :
M, - 22 k=34,..n (3.12)
8
si se scade din ecuatia de pe pozitiak. Pentru coloana i dupa aducerea celui mai mare
coeficient in locul lui @, senmulteste aceastd coloana cu :
M =25 keiel,n (3.13)
Ay
si se scade din linia de pe pozitiak .
Pentru i = n-1 se obtine sistemul :

allx +aldx +aldxg + .+ allx, = Y

A, -t
Solutiile se obtin printr-o retrosubstitutie , pornind de la ultima ecuatie
bf(‘n) @_ ¥ 1
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Observasie. Metoda lui Gauss de eliminare se poate aplica i fard aaduce pelocul a;; ,
i=1,2,...,,(n-1) celui mai mare termen , conditia este ca  a; =0, dar Tn acest caz

precizia de calcul scade. Metoda este prezentata pentru cazul celei mai bune precizii
de determinare a solutiilor.

3.1.1.3.1. Algoritm3.3. Metoda lui Gaussde €eliminare

{Variabile
A:matricea sistemului;
B:vectorul termenilor liberi;
X:vectorul soluriilor ;
n,i :ordinul sistemului, indiceleliniei, intregi;
k : indice suplimentar al liniei, intreg;
j : indice coloand, Tntreg;
m: multiplicator, real;
d: determinantul sistemului, real;
max: elementul maxim de pe coloana, real;
Ip: indicele liniel cu element maxim, Tntreg;

{
i=1; det=1;
repeta
max= abs(A[i,i]);

Ip=1;
pemtru k=i+1 ... n executa
daca max<abs(A[k,i]) atunci
{ max<A[Kk,i];
Ip=k;}
daca max=0 atunci
{ GAUSS=0;
exit; }
daca Ip<>i atunci
{ pentruj=i,..,,n executa
se=Ali,j]1;AlLT=Allp,j];Allp.j]=sc;
sc=B[i];B[i]=B[Ip];B[Ip] =sc;

}
k=i+1;
repeta
m=A[KIT/A[];
pentru j =i ,...,nexecuta A[kj]=Alkj]-m*A[i,];
B[ K] =B[K]-m*B[];
k=k+1,;

pana cand k>n;
i=i+1;
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pana cand i>=n;
pentrui=1,...,n executa d:=d*Alii];
daca d=0 atunci
{ GAUSS=0;
exit; '}
X[n]=B[n]/A[Nn,n];
pentrui=n-1,...,1 executa
{ X[1]=B{[1];
pentru j=n,...,i+1 executa X=X 11-ALLjT1*X[]];
X[i]=X[i]/A[i,i]; }
GAUSS=(;
}

3.1.1.3.2. Implementarea algoritmului 3.3

#define SCHIMB(a,b,temp) (temp)=(a);(a)=(b);(b)=(temp);
* Functia implementeaza metoda eliminarii a lui Gauss (pivotare
parsiald). Functia intoarce determinantul matricei principale */

double GAUSY(int or_mat,
double MAT[][NrMax],

double TL[],
double XX[])
{
inti; /* indice delinie*/
intj; /* indice de coloanda */

intk;  /* indice suplimentar de coloana */

double m;  /* multiplicator */

double d; /* determinant */

double sc;

double max;

intlp; /* indiceleliniel Tn care se gaseste pivotul */
i=1;

d=1,;

do

{
max="fabs( MAT[i][i]);Ip=i;
for(k=i+1;k<=or_mat;k++)
if( max< fabs(MATIK][i]) )

{
max=MAT[KI [i];

Ip=k;

if (max==0) return O;
if(Ip'=i)
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{
for(j=i;j<=or_mat;j++)
SCHIMB(MATII][j],MAT[Ip][j],sc);
SCHIMB(TL[i],TL[Ip],sc);
=1
}
k=i+1;
do
{
m=MAT[K] [i]/MATII][i];
for (j=i;j<=or_mat;j++)
MATIK] [j]=MAT[K] [j]-m*MATTi][j];
TL[K =TL[K]-m*TL[i];
k++;
}
while (k<=or_mat);
i++;

}while (i<or_mat) ;

for (i=1;i<=or_mat;i++) d*=MATIi][i];
if (d==0) return0;
[*retrosubstitugzia */

for (i=or_mat;i>=1;i--)

{
XX[i]=TL[];
for(j=or_mat;j>=i+1;j--) XX[i]=XX[i]-MAT[i] [j1* XX[]];
XX[I=XX[i]/MAT[I][1];
}
return d;
}

3.1.1.4. Metoda lui Crout

Rezolvarea sistemului AX=B (3.16) constd in descompunerea matricelor A=LU
si B=LD (3.17), L fiind o matrice inferior triunghiulard iar U o matrice superior
triunghiularad cu elementele diagonalei principale egale cu unitatea. Dupa inlocuirea
relatiilor (3.17) Tn ecuatia (3.16) prin simplificare se obtine ecuatia UX=D (3.18)
care este ugor de rezolvat. Din sistemul matriceal format de ecuatiile (3.17) se
calculeaza elementele matricelor U si L.
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b, 0 0 O O)1 up s Un 8 92 &
ly I, 0 O 0 1 uys Uzn A ax o
3y 13 s O 0|0 1 Uy | =| By ag ag, (3.16)
lp Iz Iz lna 1IN0 0 O 1 ay ap a,
l, 0 0 O 0)\(d, b,
l,, I, 0 O 0| d, b,
lyy 13 133 O 0|l ds|=]|hy (3.17)
Inl In2 In3 In4 1 dn bn

Din ecuatiile (3.19) si (3.20) prin identificarea elementelor corespunzatoare rezulta
urmatoarele formule de calcul ale matricelor U si L.

a;
ly=ay; i=12,..,n; u; =3 j=12..n; dlzai ;an=0;  (3.18)
11 11
j-1 ) ) 1 i—1 ] )
lij = & —kZlIikukj N =R AT :E(aﬂ _kZ:lliKUKJ); i #0;i<j; (3.19)

1 i-1

d = T(bl - zlikdkj (3.20)
i k=1

Solutiile sistemului se calculeaza printr-o retrosubstitutie cu ajutorul urmatoarelor
formule:

n
d - _Zaij X
j=i+1

m fi=n-1n-2,...21 (3.21)

X =y; % =

3.1.1.4.1. Algoritm 3.4. Metoda lui Crout

{Variabile
MAT: matricea coeficiensilor necunoscutelor sistemului;
TL:vectorul termenilor liberi;
X:vectorul solugiilor sistemului;
U:matricea superior triunghiulara cu diagonala principala unitarg;
L:matricea inferior triunghiulard ;
n:ordinul sistemului, intreg;
i,j :indice de linie respectiv de coloang, intreg;
k:indice suplimentar, intreg;
{
daca a,;; =1 atunci scrie -sistem nerezolvabil
altfel
{pentrui=1,...,n
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pentruj=1,...,n

{calculeaza
lip =2
_ &
i ]
ap
d, = b ;A =0
o
}
daca i) atunci
{ calculeaza

j-1
lj = a; — 2l
k=1
1 i-1

Uj = r(aij - kzlhkUij;

d = ﬁ(bl_ :(i:lllikdk]

}
daca i<j atunci
{ calculeazi
1 i-1
U; = l_(aij - zlikukjj;
i k=1
}
}
calculeaza
{ Xn = dn ’
pentru i=n-1,...,1
n
o= 23X
calculeazi x = —-""
Ui
}
Tipareste soluriile

}

3.1.1.4.2. Implementarea algoritmului 3.4

/* Functia intoarce
0 daca nu se poate face descompunerea matricei
1 daca descompunerea matricei areloc */
int Crout( int or_mat,
double MAT[][NrMax],
double X[],
double TL[],
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double L[][NrMax],
double U[][NrMax])

intijk;

doubles;

static double Y[NrMax];

[* Pentru fiecare coloana - i - */

for(i=1;i<=or_mat;i++)

{

[* Se calculeaza elementele matricei L */
[* Pentru fiecarelinie-j - */
for(j=i;j<=or_mat;j++)

s=0;
for(k=1;k<=i-1;k++)s+=L[j] [K]*U[K][i];
LI[I1=MAT[j][i]-s;

for(k=1;k<=i-1;k++)L[K][i]=0;

/* Se calculeaza e ementele matricei R*/
[* Pentru fiecare coloand - j - */
for(j=i+1;j<=or_mat;j++)

s=0;
for(k=1;k<=i-1;k++)s+=L[i][K]*U[K][j];
if (L[i][i]==0)return 0; else U[i][j]=(MAT[i][j]1-9)/L[i][i];
}

for(j=1;j<=i-1;j++)U[i][j]1=0;
UliI0]=1;
}
if( TRIUNGHIINF(or_mat,L,TL,Y)==0)return 2;
If( TRIUNGHISUP(or_mat,U,Y,X)==0 )return 2;
return 1;}

3.1.1.5. Metoda lui Cholesky

Metoda lui Cholesky se refera la matricele simetrice ce au proprietatea ca
AT = A siTn acest caz =yl 5 i=12,...,n-1,j=12,...,n-1i# j;

3.1.1.5.1. Algoritmul 3.5. Metoda lui Cholesky
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Algoritmul pentru metoda lui Cholesky este identic cu algoritmul Crout, dar
setinecontca a; =a;; ;i,j=1,..,n

3.1.1.5.2. Implementarea algoritmului 3.5.

/* Functia intoarce

0 daca nu se poate face descompunerea matricei
1 daca descompunerea matricei are loc

2 daca matricea nu e simetrica

3 daca sistemul nu se poate rezolva

*/
int Choleski( int or_mat,

double MAT[][NrMax],
double L[][NrMax],
double X[],
double TL[])

{

inti,j,k;

doubles;

static double U[NrMax] [ NrMax],Y[NrMax] ;
/* Verificarea simetriel */
for(i=1;i<=or_mat;i++)
for(j=i+1;j<=or_mat;j++)
if( MATLI[j]!=MAT[j][i] )return 2;
/* Pentru fiecarelinie*/
for(i=1;i<=or_mat;i++)

/* Calculam elementele de pelinie cu j<i */
for(j=1;j<=i-1;j++)
{ =0,
for(k=1;k<=j-Lk++)s+=L[i][K] *L[j][K];
if(L[j1[]1==0) return O; else L[i] [j]=(MATLI[jI-s)/L[jl[i];

[* Aflam elementul diagonal */

s=0;

for(k=1;k<=i-1;k++)s+=L[i][K] *L[i][K];

if( (MAT[i][i]-9)<0)return O;else L[i][i]=sqrt(MAT[i][i]-S);

/* Umplu cu zero spatiile din matricea L pentru j>i */
for(k=i+1;k<=or_mat;k++)L[i][K]=0;

}

for(i=1;i<=or_mat;i++)

for(j=1;j<=or_mat; j++)

UL []=L010;
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if( TRIUNGHIINF(or_mat,L,TL,Y)==0 )return 3;
if( TRIUNGHISUP(or_mat,U,Y,X)==0 )return 3;
returnl;

}

3.1.1.6. Metoda Gauss-Jordan sau matriceala formala
Aceasta metoda se deosebeste de metoda eliminarii a lui Gauss prin faptul ca
matricea sistemului este adusa la o matrice diagonala prin transformari elementare
aplicate ecuatiei matriceale (3.2) .
E.E, 1En »...E,E;AX = E,E,_;E, ,...E,E;B (3.22)

Transformarile el mentare se fac astfel ca

E.E,,...E,E;A=E  (matriceaunitate) (3.23)
Ecuatia (3.22) devine
X=C (3.24)
unde
C=E,E,;..E;B (3.25)

Prin identificarea celor doua matrice se obtin solutiile sistemului (3.2) .
Pentru obtinerea matricel E  (3.23) se fac urmatoarele transformari asupra
coeficientilor matricel Asi B :

ai(jl) =4y
(k1)
2o _ gk _ A1 _(k-1)
T a(kk—lllz ] k-1 pentru i=k-1, j> k-1
k k-1
a(k—)l, = al(el,i) pentru j> k-1
48— pentru j < k-1 (3.26)
o =p,
a_(k-l)
b = pkY _ (Lv'_‘l‘)l bk pentrui = k-1
A1k-1
b(*) = b pentruk =23,...,n
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3.1.1.6.1. Algoritm 3.6. Metoda Gauss-Jordan

{Variabile

A : matricea sistemului;

B : vectorul termenilor liberi;

X: vectorul soluriilor;

n : numarul necunoscutelor (ordinul matricei), intreg;

lin: indicele linie, ntreg;

k: indice suplimentar al liniei, intreg;

j i indice coloana, intreg;

erl: indica daca e false ca algoritmul poate continua ( s-a gasit pivot );
ok: indica daca e true succesul interschimbgrii liniilor, boolean;
det : variabila in care se calculeazi determinantul sistemului, real ;

{
lin=1,
erl =false;
det =1,
repeta
daca Allin,lin] = 0 atunci
{ ok = falsg;
k=lin+1;
repeta
daca AJk|lin] # 0 atunci {
INTERSCHIMBA LINIAlincu LINIAK
ok = true;
}
altfek = k+1;
daca k= n+1 atunci erl = true;
pana cand (erl = true) sau (ok = true)
}
daca erl = false atunci {
k=lin+1;
repeta
. Alklin]
calculeaza mr —— ;
A[Iln,lm]

pentruj = lin ... n calculeaza Alkj]= A[k,j]-m* Allin,j]
B[K] = B[k]- m - B[lin];

k= k+1;

pana cand k= n+1;

}
lin=lin+1;
pana cand (lin= n+1) sau (erl = true);
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pentrulin= 1..ncalculeazi det= det * A[lin.lin];
daca det = 0 atunci

Bln]
B[n]= ;
B[N Aln,n] ’
pentrulin= n-1
{
pentru j = n.. lintl calculeazi B[lin]= B[lin]-
Allinj]B[j] i
. B{lin
Bllin]l= —L—_
[lin] Allin,lin] )
pentrulin= 1..n{
identifica X[lin]= B[lin];
tipareste X[lin];
}
}
altfel tipareste “ Sstemul este incompatibil sau compatibil nedeterminat “

}

3.1.1.6.2. Implementarea algoritmului 3.6

#define SCHIMB(a,b,temp) (temp)=(a);(a)=(b);(b)=(temp);
/* Functia implementeazi metoda Gauss-Jordan pentru
rezolvarea sistemelor liniare.
Funcria Tntoar ce determinantul matricei principale */

double GAUSS _JORDAN(int or_mat,
double MAT[][NrMax],
double TL[],
double XX[])

inti; /* indicedelinie*/

intj; /* indice de coloana */

intk;  /* indice suplimentar de coloana */
doublem;  /* multiplicator */

doubled; /* determinant */

double sc;

double max;

intIp; /* indiceleliniei Tn care se gaseste pivotul */
i=1;

d=1;

do

max="fabs( MATI[i][i]);Ip=i;
for(k=i+1;k<=or_mat;k++)
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if( max< fabs(MAT[K][i]) )
{

max=MAT[K][i];
Ip=k;
}
if (max==0) return O;
if(Ip'=i)

{
for(j:i;j<:or_rnat;j++){
SCHIMB(MATTi][j].MAT[Ip][j].sc);}
SCHIMB(TL[i],TL[Ip],sc);
d*=-1;

= ]_,
do

{
if(ki=i)

m=MATIK][i]/MAT[i][i];
for (j=1;j<=or_mat;j++)MAT[K] []]=MAT[K] [j]-
nMATTI] [j];
TL[K]=TL[K]-m*TL[i];
k++; }
}
while (k<=or_mat);
i++;
}while (i<=or_mat) ;
for (i=1;i<=or_mat;i++) d*=MAT[i][i];
if (d==0)return0;
for(i=1;i<=or_mat;i++)XX[i]=TL[i]/MATI[i][i];
return d;
}

3.1.1.7. Metoda factorizirii QR

Aceastd metoda face posibila rezolvarea sistemelor AX=B pentru cazul cand
Ac R™si BeR™, m>ncazin care nu au solutie in general. Solutionarea se face cu
gjutorul matodei lui Householder ce are labaza urmatoarea teorema:
Teorema 3.1. Pentru orice matrice Ae R™" existdi o matrice ortogonala H e R™"
astfel incdt H.A=Runde R e R™" si este 0 matrice superior triunghiulara.
Matricea H se construieste astfel:

T
Il
s
T
°

(3.27)

o°
]
=N
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Matricea H , poarta numele de reflector Householder si se determina cu formula

VARV

p-p (3.28)

=
VpLV,

-2

p m

unde v este vectorul Householder deforma: v, = (00,...,v (3.29

weesVip)
pp>== Tnp
iar 1, este matricea unitate de ordinul m. Reflectorii Hauseholder sunt simetrici

Hp =H, (3.30)

Produsul H.A se realizeaza iterativ si cu fiecare pas matricea A devine partial superior
diagonald péna la ordinul pasului. De exemplu, la pasul p matricea de ordinul p
cuprinsa in matricea A devine superior diagonala. Reflectorii Householder se
calculeaza cu formula (3.28) care detaliata arata astfel:

100..0...0

010..0..0

...................... Iar B l 2 . (3 31)

00 0..hy..hy, | 1 Mo =175 VapVip :

Vip

....................... i=p

00 0...hp...h,
NOtém VeCtOfUl a; = (all ,aZi ,...,a"i ,...ani)T (3.32)
Ho Ay =Hplay ap.ap..an] =[Hpay Hpop . Hparp Hparp] (3.33)

Tinand cont ca printr-o transformare ortogonald,suma pétratelor elementelor unei linii
este invarianta putem scrie urmatoarea egalitate:

Za,p Za1p+a1p din carerezulta a;, = + /2% \/> (3.39)
1=p

Un element a matricei din expresia (3.33) pote fi scris astfel:

Hoa, [I _2 M] (3.35)
V Vv
iar un element a expresiei (3.35) se poate exprimasub forma:
ap dacai<p
(Hp-ap)i - - g za1p ip = 0 dacdi> p (336)
Sedege Vip = aIp dacd i>p (3.37)
Tn acest caz rezuli din expresia (3.36) v, = =ay, +s, unde s, sedetermind din relatia

(3.34) adtfel ca v, si aibd valoarea maxima in vaoare absoluta, conditie indeplinita
daca a,, si s, auacelasi semn. In acest caz

s, = Sign(a,,) /ﬁ aj, (3.39)
i=p

Componenta diagonala se calculeaza Tnlocuind Tn expresia (3.36) indicele i cu p si
rezulta:
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an, =5, (3.39)

Elementele de sub diagonala se fac zero iar cele situate in dreapta coloanel p se
calculeaza astfel:

=-5

2 .
v
i=p
sau pentru un element a matricei se poate scrie urmatoarea formula de calcul :
2 n .
((Hp.aj)j =14 — - X Vip & Vip dacdi > p (>p) (3.41)
Svg
i-p

Matricea superior triunghiulara este datd de R=A,_, iar matricea inferior
triunghiulara este datd de Q=(H,,.H,_;...Hy. 1 5) -

3.1.1.7.1. Algoritmul 3.7. Metoda factorizirii QR

{Variabile
A:matricea sistemului;
B:vectorul termenilor liberi;
Xvectorul solugiilor;
Q:matricea ortogonala de ordinul mxm;
R:matricea superior triunghiulara de ordinul mxn;
k,i,n,m:indici, intregi;
{
Construieste matricea Q ca matrice unitate de ordinul m;
pentruk=1,..., m
{calculeazi
pentrui=k,..., m
{calculeazi s= a2 ;
dacd a, <0 atunci s= -s,
pentrui=1,..., k-1 v. = 0;
Vi =ay +S
Ay =S,
b
pentrui= k+1,...,n
calculeaza v; = a;
ay =0,
P=s*V,;
}

calculeaza A, =Q* A ;
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b1 = Qe * by ;
Q(K) =Q* q(a—l) :
}

rezolva sistenul A, * x=b, ;
calculeazi R=AT ;
calculeaza Q=(Q™T;
Scrie soluriile;

}

3.1.1.7.2. Implementarea algoritmului 3.7

/*Functia care impementeaza metoda QR*/

void QR(intm, /* nr de ecuayii */
int n, /* nr de necunoscute m>n */
double A[][NrMax], /*matricea sistemului */
double x[], /*vectorul necunoscutelor */
double b[], [*termenii liberi */

double Q[][NrMax], /*matrice ortog. de ordin mxm*/

double R[][NrMax]) /*matrice sup. triun. de ordin mxn */

{

inti,jk;

double s,sumap;

static double v[NrMax] ;
double p,t;
for(i=1i<=m;i++)
for(j=1;j<=m;j++)

if(i==)Qlil[j]=1;
else QL] [j]=0;

}
for(k=1;k<=n;k++)

s=0;
for(i=k;i<=m;i++)s+=pow(A[i][K] ,2);
S=SOrt(s);

if(A[K] [K] <0) s=-s;
for(i=1;i<=k-1;i++)V[i]=0;
VIKI=A[K[K] +s;
for(i=k+L;i<=m;i++)V[i]=A[i][K];

[* Setransforma matricea A */

AKI[K]=-s;
for(i=k+ 1;i<=m;i++)A[i][K] =0;
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p=s*V(K];

for(j=k+1;j<=n;j++)

{

t=0;
for(i=k;i<=m;i++)t+=V[i]*Ali][j1/p;
for(i=k;i<=m;i++)A[i][j]=Ali][j]-t*V[i];
}

* Setransforma termenul liber */
t=0;

for(i=k;i<=m;i++) t+=V[i]*b[i]/p;
for(i=k;i<=m;i++) b[i]=b[i]-t*V[i];

[* Setransforma matricea Q */

for(j=1;j<=m;j++)

t=0;
for(i=k;i<=mji++)t+=V[i]*Q[i] [j]/p;
for(i=kji<=m;i++)Q[i][j]=Q[i] [j]-t*V(i];

}
}
[* Serezolva sistemul triunghiular */
for(i=n;i>=1;i--)
{
s=0;

for(=i+Lj<=nmj++)st=Al][j]*x[]];
}X[i] = (o[i]-s)/Ai][i];

/* Se calculeza matricea R (identica cu A) */
for(i=1i<=m;i++)
for(j=Lj<=mj++)R[i] [j1=Al][];

/* Se calculeza matricea ortogonala Q */

for(i=1i<=m;i++)
for(j=1;j<=m;j++)

{
s=Qil[il;
QLi] [j]= QLI [i];
QUllil=s;
}
}
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3.1.1.8. Metoda derezolvare a sistemelor tridiagonale

Un tip special de sisteme liniare 1l reprezinta sistemele tridiagonale care au
diagonala principala si diagonalele vecine diferite de zero (3.30).

b,b ¢¢ 0 O 0 0 0\ x d,

a, b ¢, 0 0 0 0 | % d,

0 a; by c 0 0 0 X d
N (AN B (342)
0 0 0 0 .. an1 bn—1 Cn-1 || Xn1 d n-1

0o 0 0o 0 .. 0 a, b,/\x, d,

Metoda simpla de rezolvare a acestor probleme consta Tn descompunerea matricii
tridiagonale in doua matriceL, U .

LU=A (343)
Ecuatia (3.43) poate fi scrisa detdiat astfel :
Lb, 0 0. 0 001y 00..00)(h gqgOO.. 0 0 O
ml,b O.. 0 0 001 0.0 O||azhogO. 0 0 O
0O ply.. 0 00001 0 0/ |0&ghg. 0 0 0 (3.44)
0 00 .. Pylg OO0 O O ..1yyl |0 OO0 O ..a8y by Gy
000.. 0 plt)Joooo.o1)oo000. 0 a N

Facand Tnmultirea matricelor L, U si identificAnd cu matricea A se obtin relatiile de
recurenta pentru calculul elementelor matricelor L si U:

pi = ai i:2,3,...,n
u =3 i=123....,n
l; (3.45)
I1 = b1
Ii :bl —aiui_l i:2,3,...,n
Conditia de existenta arelatiilor este |, # 0 i=12,..,n
Sistemul (3.42) poate fi scris sub forma
LUX=D (3.46)
sau sub forma a doua sisteme
L-Y=D
{ (3.47)
U-X=Y

Cunoastem pelL si D, deci se calculeza mai intad Y
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L, 0 0 0 0 0\(y d,
a |, 0 .. 0 0 O}y, d,
0 ag | 0 0 O d
R il (348)
0 0 O .. ayq lha Of Yna d,q
0 0 0 .. 0 a, I J\y, d,
Prin identificareain (3.48) se deduc urmatoarele relatii recursive de calcul :
d;
Y1:|_
1
3.49
_(di_aiyi—l) . ( )
y, =——2 i=23,..n
g
Din sistemul UX=Y scris detaliat :
1y 0 O .. 0 O O Xy Y1
0 1 u O ..0 O O Xy Yo
0 1 ug; ... 0 0 O Xz | _| Vs (3.50)
0 0 0 O ... 1 uy OffXpq Y1
0O 0 0 0 .. 0 1 uy \Xx, Yn
rezulta relatiile recursive de calcul aleradacinilor. Prin retrosubtitutie se obtin :
X = , (351)
X =Y, —s% +1, i=n-1..1
care reprezinta radacinile sistemului tridiagonal (3.42)
3.1.1.8.1. Algoritm 3.8. Sistemetridiagonale
{Variabile
a: vectorul elementelor subdiagonle din matricea sistemului(vez
3.42);

b: vectorul elementelor diagonale din matricea sistemului(vezi 3.42);
c :vectorul elementelor supradiagonale din matricea sistemului
(vezi 3.42);
I: vectorul elementelor diagonale din matricea L (vezi 3.44);
p: vectorul elementelor subdiagonale din matricea L (vez 3.44);
u :vectorul elementelor supradiagonale din matricea U (vezi 3.44);
y vectorul UX;
x vectorul solugiilor;
i :indice, Intreg;
eroare: semafor, boolean;
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n: ordinul matricei, intreg;
{
pentrui = 2,...,3 calculeaza pi= a;;
calculeaza |, = by;
daca |, = 0 atunci scrie " Sistemul nu poate fi rezolvat prin metoda
aceasta" STOP;

altfel calculeazi u, = 2L

I1
i=1; eroare= fals;
repeta
i=i+1;
calculeazi l; = b - g, S.1;
daca | = 0 atunci eroare = adevarata

C.
altfel calculeaza u; = l—'
i
péna cand i = n-1 sau eroare = adevarata
daca eroare = adevarata atunci
scrie "Sistemul nu poate fi rezolvat prin metoda

aceasta" STOP
altfel {
calculeaza |, = b, - ay Upg
d
calculeazi y, =—

Iy
di —aiV¥ia
|

pentrui = 1,23, ..., n calculeazi vy; =

calculeaza x,= vy,

pentrui= n-1... L calculeazd X = y; - § Xi+1 ;
tipareste solugiilex; i1=1,2,...,n

}

3.1.1.8.2. Implementarea algoritmului 3.8

/* Functia care verifica daca sistemul este sau nu tridiagonal
Funcria intoarce :
0 daca sistemul nu este tridiagonal;
1 daca sistemul este tridiagonal;
*/
int IsTridi(int or_mat,
double MAT[][NrMax] )
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{

inti,j;

for(i=1;i<=or_mat;i++)
for(j=1;j<=or_mat;j++)

if( (abs(i-j)>1) && (MAT[i][j]!=0))return 0;
return 1;
}
/* Functia care implementeazi: metoda de rezolvare a sistemelor

liniaretridiagonale

Functia intoarce :
1 daca se gasesc soluiile
01n caz de esec

*/

int SolveTridi(int or_mat,
double a[],
double b[],
double [],
double TL[],
double sol[])

{

inti;

static double p[ NrMax] ,t[ NrMax] ,[ NrMax] ,teta] NrMax] ;
for(i=2;i<=or_mat;i++)p[i]=a[i];
t[1]=b[1];if(t[1]==0)returnO;

s[1]=c[1]A[1];

teta[ 1] =TL[1]/t[1];

for(i=2;i<=or_mat-1;i++)

{

t[i]=b[i]-a[i]*<i-1];

if(t[i]==0) return O;

s[i]=c[i] A[i];

tetai]=( TL[i]-a[i] *teta[i-1])/t[i];
}

t[or_mat]=b[or_mat]-aor_mat]*g or_mat-1];

if (tfor_mat]==0) return O;

tetal or_mat] =(TL[or_mat]-a[or_mat] *teta] or _mat-1])/t[or_mat];
sol[or_mat] =teta[or_mat] ;

for(i=or_mat-1;i>=1;i--)sol[i] =teta[i] -g[i] *sol[i+1] ;

return 1;

}

3.1.2. METODE INDIRECTE
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Dintre metodele indirecte sau metodele iterative care rezolva un sistem de ecuatii
liniare amintim: metoda |ui Jacobi, metoda Gauss-Seidel.

3.1.2.1. Metoda lui Jacobi

Fie sistemul liniar (3.1). Se expliciteaza fiecare necunoscuta din sistem de pe
diagonala principalad functie de celelalte necunoscute ale sistemului .

b, A ay a
_ 3 1n
X =———-0-——""X, ———= X3 —...———X,
an an ay an
b a a a
xy =2 Py o P, %, (352)
a» axp axn axn
X = bn an2 X ann—l X A+ 0
n — - 17 n-1
ann ann ann

Se aege o solutie a sistemului oarecare x\% x?,..x'?, ce va reprezenta solutia de
start. Relatiile (3.52) vor reprezenta formulele de recurenta pentru calculul radacinilor
sistemului si se pot scrie sub forma :

Daca sirurile dupa k
X0 XD x(2 x® . i=12,..n (3.54)
sunt convergente pentru k — oo atunci limitele sirurilor (3.53) reprezinta solutiile

sistemului dat. Pentru obtinerea conditiei de convergenta asirurilor (3.53) se pleaci de
laecuatiamatriciala scrisa pentru sistemul (3.52):

XM =cx©@4p (3.54)
o P2z A An b
Xg a; ay Ay apn
X Ba o o A b
unde X = ; C= Ay Ay, T Ay | D= ay, (3.55)
Xn B Bp 8 0 by
ann ann ann ann
Continuand operatia de iterare se obtine
X@ =cx®ip=c?x®4+cD+D
_____________________ (3.56)

X®=ckxO@ck+ck?+....+C+I)D
Seria matriceald geometrica S=1+C*+C?+...+CK? + .. este convergenti atunci cand
norma sau toate valorile proprii ale matricei C sunt subunitare si are suma S=(1-C)*.
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Aceasta implica limC**=0; X=(1-C)'D; X=CX+D unde X sunt toate solutiile
k—o0
ecuatiei date (3.54).
Conditia catoate valorile proprii ae unei matrici si fie subunitare este :

g = 2

=1

j#i

Aceasta conditie trebuie indeplinita de sisteme pentru a putea fi rezolvate prin metoda
[ui Jacobi.

ij

<l pentrui=12,..,n (3.57)

3.1.2.1.1. Algoritm 3.9. Metoda Jacobi
{ Variabile
A: matricea sistemului;
B: matricea termenilor liberi;
S matricea rezultata prin eliminaea elementului diagonal;
p: variabila care fine produsul elementelor de pe diagonala; real;
n,er:ordinul sistemului,er=1,A, er=0, F:ntregi;
i,k: indici, ntregi;
o fine suma, real (3.57);
X: vectorul soluiilor;
{
p=1;
pentruk = 1..ncalculeazi p= p* 4, ;
daca p= 0 atunci scrie“ Sistemul nu se poate rezolva cu aceasta
metoda “ STOP.
i=1;
e =1
repeta
n
calculeazi o; = 2.
i
dacd a; 21 atunci er = 0;
i=i+1;
pana cand (i = n+1) sau (er = 1);
daca er = 1 atunci {
scrie* Sistemul nu se poate rezolva cu aceasta metoda “;
STOP;
}

altfel { k= 0;
repeta
=1

repeta
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b
calculeaza x¥ = —
i

pentruj= 1...n

a.
calculeaza x¥ = x(¥ — ==k

a
i =i+l
pana candi = n+1;
k= k+1;
pand cand |x* — x| < ¢ i=1.n

scrie solugiile x = x( i=1l.n
STOP
1

}
3.1.2.1.2. Implementarea algoritmului 3.9

/* Functia care verifica dacad o matrice este dominant diagonala
Functia Tntoarce
07n caz de esec
117n caz de succes */
int DD(int or_mat,
double MAT[][NrMax])
L
intij;
double sum;

for(i=1;i<=or_mat;i++)

{
SUM=0;
for(j=1;j<=or_mat;j++)sum+=fabs(MAT[i][j]);
if (2*fabs(MATJ[i][i])<=sum)return0; }
return 1;

}

/*Functia care implementeaza metoda iterativa Jacobi
pentru rezolvarea sistemelor liniare.

Funcria intoarce

0n cazdereusita;

1 daca matricea nu e dominant diagonala
*/

int JACOBI(int or_mat,
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double MAT[][NrMax],
double TL[],

double x0[],

double err)

{
inti,j,ksem;
static double x1[NrMax] ;

if( DD(or_mat,MAT)==0) return 1;

do
{
sem=1;
for(i=1;i<=or_mat;i++)
{xl[i] =TL[I]/MAT[i][1];
for(j=1;j<=or_mat;j++)if(j!=i) x1[i]-
=(MATLII[JT*x0[1)/MATTI] [i];

for(i=1;i<=or_mat;i++)

if( fabs(x1[i]-x0[i])>err)sem=0;
xO[i]=x1[i];
}
}while(sem==0);
return 0;
}

3.1.2.2. Metoda Gauss-Seidel

Aceasta metoda difera de metoda lui Jacobi prin faptul ca la fiecare iteratie se
utilizeaza valorile calculate la pasul anterior pentru variabilele ale caror valori nu sunt
cunoscute la pasul curent si valorile de la pasul curent pentru variabilele calculate.
Astfel formula de calcul (3.53) devine:

w_BF& g ¢ B
X ==, X - — X 3.58
' &; jglaii . jzzi;rlaii . (3:58)
i=12,..,n
k=12,...,n,..

Tn rest, metoda se identifica cu metoda lui Jacobi.
Pentru acelasi grad de precizie, viteza de convergenta a metodei lui Gauss-Seidel este
de doua ori mai mare decét viteza de convergenta a metodei ui lacobi .
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3.1.2.2.1. Algoritm 3.10. Metoda Gauss-Seidel

{ Variabile
A: matricea sistemului;
B: matricea termenilor liberi;
S matricea rezultata prin eliminaea el ementului diagonal;
p: variabila care fine produsul elementelor de pe diagonala; real;
n,er:ordinul sistemului,er=1,A, er=0, F:ntregi;
i,k: indici, intregi;
o fine suma, real (3.57);
X: vectorul soluiilor;

{
p=L
pentruk = 1..ncalculeazi p= p-* a, ;
daca p= 0 atunci scrie“ Sstemul nu se poate rezolva cu aceasta
metoda “
STOP.

i=1;
e =1
repeta
a |’

n
calculeazd «; = 2.
ol
}¢i

daci o; 21 atunci er = 0;
=i+l
pana cand (i = n+1) sau (er = 1);
dacd er = 1 atunci {
scrie“ Sstemul nu se poate rezolva cu aceasta metoda “ ;
STOP;
}
altfel {
k=0
repeta
i=1;
repeta
cal s (k) b_'
culeaza x =
a

pentruj= 1...n

{

daca j < i atunci

calculeazi x¥ = x{¥ - —L x
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daca j > i atunci

a .
calculeazi XX = x¥ - =5 (kD ;

a
o }
I =i+1;
pana candi = n+1;
k= k+1;
pand cand [x¥ —x{?| < i=1.n
scrie solugiile x = x(® i=1l.n
STOP
}
}
}

3.1.2.2.2. Implementarea algoritmului 3.10

/* Functia care verifica daca o matrice este dominant diagonala
Funcria intoarce

01n caz de esec
17n caz de succes */

int DD(int or_mat,
double MAT[][NrMax])
L
intij;
double sum;

for(i=1;i<=or_mat;i++)

{
SUM=0;
for(j=1;j<=or_mat;j++)sum+=fabs(MAT[i][j]);
if (2*fabs(MATJ[i][i])<=sum)return O;
}
return 1,

}

* Functia implementeazi metoda iterativa Gauss-Seidel
pentru rezolvarea sistemelor liniare

Functia Tntoarce
01n caz dereusita;
1 daca matricea nu e dominant diagonala
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*/
int GAUSS SEIDEL (int or_mat,

double MAT[][NrMax],
double TL[],
double xQ[],
doubleerr)

{

inti,j,ksem;

double x1[ NrMax] ,sum;

for(j=1;j<=or_mat;j++)
if( DD(or_mat,MAT)==0) return 1;
do

{

sen+1;
for(i=1;i<=or_mat;i++)

x1[i] = TL[i]/MATT][i];

if (j<i) x2[i]-=(MATLi][j]1*x2[j])/MATIi][i];
if >1) x1[i]-=(MATL][j]*xO[])/MATLI] [i];
}

for(i=1;i<=or_mat;i++)

if( fabs(x1[i]-x0[i])>err)sem=0;
XO[i]=x1[i];
}

}

while(sem==0);

return O;

}

3.2. REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR
NELINIARE

Tn acest paragraf se studiaza rezolvarea numerici a sistemelor de ecuatii neliniare.
Fie f(x)=0 f: X>Y, X,YcR" (3.59)
un sistem dat sub forma vectoriala. Vectorul x are n componente. Functia f are
urmitoarele componente f,, f,, f5...f,, n functii definite pe domeniul X < R".
Sistemul scris cu gjutorul componentelor vectorilor se prezinti astfel:
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(3.60)

Daci cel putin una din functiile f,, f,, f5... f, sunt neliniare in variabilele x;,x,,....x,
sistemul de ecuatii (3.59) sau (3.60) se numeste sistemn de ecuatii neliniare.

3.2.1. METODA LUI NEWTON DE REZOLVARE A ECUATIILOR
NELINIARE

Presupunem ca in vecinitatea VC X existi o solutie unica (x, X, ,..x,) a

sistemului f; (x; X %, )=0 pentru i =1,2,..,n (3.61)

N ZA T . . .
Dacd f; (%y, XX, ) S ﬁ i,j=12,..,n suntcontinuepeV si iacobianul

J
of, o, ofy

F(x)=|  -memmmmmmeeeee- (3.62)

are determinantul det(F(x))# 0 pentru  (x; X, ,..x,) atunci functia f:X->Y esteo

transformare regulata intr-o vecinatate a solutiei si are o inversi care are aceessi
proprietate .

Tn acest caz putem aplica metoda Newton pentru sisteme ca o functie de iteratie ce
poate fi scrisa

Xor =X ~[FO)] T F4), k=12, (3.63)

Prelucrand aceasta ecuatie se poate aduce laforma:

ié’fi(xk)

i1 ox (Xjk+1—Xjk)=—fi(Xk) ) i=12,..n,k=01.2,.... (3.64)

Aceasta ecuatie reprezinta dezvoltarea in serie Taylor a functiel f (X, X5 ,...X,) TN
vecinatatea punctului (X, Xo ... Xp ) Utiliz&nd termenii pana la derivata partiala de
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ordinul doi, exclusiv. Daca notam Xje1 = Xjk = Ajx j=12,...,n sistemul (3.64) se
poate scrie matriceal asfel :

oty oty oty
OX  O% T O%, AX 1k - (%)
oy Ity hp Mo | = 1,(%) (365)

St ot o | axe) L0
. X=Xy
X=X
Sistemul 3.65 este un sistem liniar in necunoscutele  AXy, AX o yev AX -
Din aceste solutii se determina solutia sistemului la pasul k+1 ,
X1 = X+ AX s j=1.2,..,n (3.66)
Procesul iterativ se continua pana cand
|Aj|<&j=12..n unde >0 esteeroareaimpusi de operator .
Labaza convergentel sirului A, j=1,2,...,n sta urmatoarea teorema :
Teorema 1. (Teorema lui Kantorovici)
Daca in sferainchisa
U(Xg,7)= {x eV|x-xo < y} (3.67)
sunt satisfacute conditiile :
. . of . -1
a) Matriceafunctionala F(x)= (E] pentru x=x, areoinversi I'o=(F(xo)) ,
cu proprietateaca ||y | < Ay ;
b) [T (xo)| =[x« = %o]| < Bo;
n 2 .
) Z‘J é’i-f-éi)
p= J p
d) Constantele A, By, si Co satisfac inegalitatea

<C ,ij=12,..,nsi xeu(Xyq) ;

ho =2nAg By C < 1
Atunci pentru punctul de start X, , sirul iterativ :

-1
Xk+l:Xk_(F(Xk)) f(Xk) k:011)21"-
este convergent catre solutia « . Viteza de convergenti este data de relatia

k-1
o -al<(3) 1.

Demonstratia teoremei nu o prezentam, ea puténd fi gasita in literatura de specialitate.
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3.2.1.1. Algoritmul 3.11 pentru sisteme neliniare. Metoda lui Newton

{ Variabile
X: valorile soluriilor iterative , vector ;

AX: valorile de modificare a solusiilor iterative, vector ;
Xo : solusia de start a sistemului , vector ;
det F : determinanatul matricei F(X) ;

{
k=0;

Daca det F = det F( %) = 0 atunci scrie“ Alege alta solurie de start

STOP
altfel
{ repeta
k=k+1;
calculeaza F (Xc1);

{ rezolva sistemul liniar

n

0 i (X .
Zl%[xlvk - X] ,k—l] = _fl (Xk-l) 1 = 1,2,...,”
= i

calculeaza
Xj,k :ij,k-l+xj,k-1’ J = 1,2,...,n
}
péana cand
|Xj,k - Xj,k—l| <g, J = 1,2,...,n sau F(Xk_]_) = 0

}

Solugiile sistemului sunt

}

}

3.2.1.2. Implementarea algoritmului 3.11

/* Funcfia care implementeaz: metoda lui NEWTON derezolvare a
sistemelor neliniare cu doua ecuarii i doua necunoscute.
Functia Tntoarce

0 daca determinantul este 0 sau nu s-a atins precizia
1 daca se obyin soluiile
*/

int RezSistNelin( double(* ecl)(double x,doubley),
/* prima ecuarie din sistem*/
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double(* ec2)(double x,doubley),

/* adoua ecuatie din sistem*/
double(* declx)(double x,double ),

[*derivata primei ecuayii Tn raport cu prima variabila

double(* decly)(double x,doubley),

/*derivata primei ecuarii Tn raport cu a doua variabila */

double(* dec2x)(double x,double ),

[*derivata ecuariel a doua in raport cu prima variabila */

double(* dec2y)(double x,double ),

[*derivata ecuariei a doua in raport cu a doua variabila */

double eroare,

/* eroarea de calcul a soluriei */

int NITER, /* numarul maxim de iterayii */
double *startx, /* x start */

double *starty) /* y start */

{

inti;
double deltax,deltay,det,detx,dety,xn_1,xn,yn_1,yn;

i=0;

Xn=*startx;

yn=*gtarty;,

do

{
xn_1=xn;
yn_1=yn;
det=declx(xn_1,yn 1)*dec2y(xn_1,yn_1)-
dec2x(xn_1,yn_1)*decly(xn_1,yn 1);
detx=-

ecl(xn_1,yn_1)*dec2y(xn_1,yn 1)+ec2(xn_1,yn 1)*decly(xn_1,yn 1);

dety=-

decix(xn_1,yn_1)*ec2(xn_1,yn 1)+dec2x(xn_1,yn L)*ecl(xn_1,yn 1);

if (det==0) return O;
deltax=detx/det;
deltay=dety/det;
xn=xn_1+deltax;
yn=yn_1+deltay;

}
while(((fabs(xn-xn_1)>eroare) || (fabs(yn-yn_1)>eroare) & &

i<=NITER));
if(i>=NITER) return 0;
*gtartx=xn;
*gtarty=yn;

return 1;
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3.3. APLICATII

1. Seda circuitul eectric din figura 3.1 ce are urmatoarele componente:

R, = 24kQ, R, = 36kQ, Ry = 15k, R, = 1kQ,
Rs = 18kQ), Ry = 27k, R, = 12kQ, Ry = 3kQ,
E,=10V,E,=12V,E;=15V

Se cer curentii prin fiecare latura a circuitului.

Aplicand teoremele lui Kirchhoff pentru N-1 noduri deci 3 si pentru O=L-N+1 ochiuri
fundamentale deci O=4, unde N reprezinta numarul total de noduri ale circuitului, iar
L numarul total de laturi ae circuitului, rezulta urmatorul sistem liniar de sapte ecuatii
cu sapte necunoscute. Necunoscutele sunt curentii din cele sapte laturi ae circuitului,
meatricea necunoscutelor sistemului este formata din valorile rezistoarelor din circuit,
iar termenii liberi ai sistemului sunt valorile surselor de alimentare.

Fig.3.1. Circuit electric cu surse de cc si rezistoare

Ri-1;,-R-1,+0:1340:-1,+0-15+0-14+0-1;, =-E;
0-1;+R, -1, —Rg-13—Ryl, +0-15+0-14+0-1, =0
0-1,+0-1,+Rg-1340-1,+0-15—Rs-1g—R, -1, = E,
0-1;+0-1,+0:13+0:1,+R5-I5+Rs-1g+0-1;, =-E;4
li+1,+134+0-1,-15+15+0:1;, =0
li+15+0-13+1,+0-15+0-1g+0-1, =0
0-1;+0:-1,+0-134+0-14,+15-1g+1;,=0
Introducénd valorile numerice ale rezistentelor si ale surselor se obtine sistemul:
24-1,-36-1,+0-13+0:1,+0-15+0-15+0-1, =-10
0-1;+36:1,-15153-1,+0-15+0-15+0:1, =0
01,401, 415153401, +0:-15-2,7-15-12-1; =12
0-1;+0-1,40-13+0:-1,+48-15+27-15+0-1, =-15
li+1,+153+0-1,-15+15+0:1, =0
li+15,+0-13+1,+0:-15+0:15+0-1, =0

0-1; 401, +0-13+0-14,+1g-lg+1,=0
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Determinantul matricei sistemului este d=683.834400

Solutiile calculate cu gjutorul metodei eliminarii lui Gauss sunt:
i, = 1685145 i, = 1654348 ; i, = 3949904 ;i, = 0.030797;i5 = 3410878; i, = -0508228;
i, = 3919107

Semnele minus arata ci sensul curentilor luati pentru scrierea ecuatiilor lui
Kirchhoff este contrar celor din redlitate. Sistemul nu indeplineste conditia pentru a fi
rezolvat cu metodele iterative .

2. Seconsidera sistemul :
4.4%; — 04X, + X3 +0.7x, = 32
0.23x, +54x, —15%; + 01x, = 2.7
13x; +0.34x, + 6.2%x; —03%x, =14
0.3x; +14x, —034x5 +28x, =21
Solutiile sistemului obtinute cu metoda eliminarii lui Gauss sunt:
X, = 0683916 ; x, = 9484220; x5 = 0077529; X, = 0.444124; d=393.832664;
Prin metoda lui Jacobi, pentru care sistemul Tndeplineste conditia de rezolvare, se
obtin urmitoarele solutii: x, = 0683916 ; x, = 9.484220; x; = 0.077529; X, = 0444124;
luind solutiilede start: x; =1; X, =1;X3=1; X, =1.
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DERIVAREA NUMERICA*

Tn multe probleme tehnice este necesar si se cunoasca derivata Tntr-un punct a unui
semnal  esantionat. Rezultatele multor experimentari electronice sunt date sub forma
de functii tabelate: u= f(i), i =g(u) etc. Caculul derivatelor acestor functii Tntr-un
anumit punct ne poate da informatii asupra unui parametru a circuitului cum ar fi
rezistenta dinamica, inversul ei etc. Pentru determinarea derivatei functiilor tabelate
suntem nevoiti sa utilizam metodele numerice .

Metodele numerice de calcul a derivatei intr-un punct dat, se pot aplica si
functiilor a caror expresie analitica este cunoscuta, obtinand Tn acest mod tangenta la
curba Tn punctul de calcul.

4.1. DERIVATA NUMERICA PRIN DOUA PUNCTE

Prin definitie derivatafunctiei f(x) Tn punctul x,,daci exista, este:

i) = lim et ) (4.1)
AX
Pentru o valoaremicd alui A, calculul expresiei :
f(x, + AX)— f(x,)
AX
poate aproxima destul de bine derivata functiei Tn punctul x,, f (x,). Valoarealui Ax

poate fi si negativa, derivatafunctiei f'(x,) putand fi aproximata si cu expresia

D = f (% — AX) - f(X) 43)
— AX

Tn figura 4.1 se observa ca la limitd pentru AX — O ambele corzi ae curbei, PQ si
QR, devin tangente la curba in x,, QT. Daca se considera coarda PR la curba, se
observa ca ea aproximeaza mult mai bine derivata functiei Tn punctul x.

. f(xg+AX)— f(Xo—AX) D' +D"
oo et o

Daca notdam 2Ax = h, se obtine derivata numerica in x,:

D' = (4.2)

(4.4)

*)Bibliografie: [6], [7], [15]
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ot

2
4.5
- (45)
Deoarece in formula de calcul a derivatei numerice intervin numa doua puncte
Xo—h/2 si x,+h/2, numim aceasta formula derivata prin doud puncte a functiel
f(x).

Pentru calculul derivatelor de ordin superior se aplica formula (4.5) pentru functia
f'(x). Pentru o0 mai buna intelegere se face un calcul complet al derivatei de ordinul

doi si trei a metodei de cacul a
y derivatelor de ordin superior.
(fo-2)-
. 2 2
_ F(xo+h) = f%) - f(%)+ f(%—h)
h2
_ f(x0+h)—2f(2xo)+f(xo—h) 4.6)
h

et
R R

2 2
h3
f(l::nlgr\ 7( h\

N
a Fenficrial Aavi

vivimd i S el r\h\ - f (Xq - g h)
3 4.7
Tn acest mod se poate obtine orice derivata de ordin superior .

4.1.1. EROAREA DE TRUNCHIERE A DERIVATEI PRIN DOUA
PUNCTE

Dezvoltam in serie Taylor functia f(x) in jurul punctului x,, retin@nd primii trei
termeni :

2 3
f(x)=f(xoh%f'(xo)+%f"(xo)+%f"'(§) (4.8)
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unde  £e[x,x]. Substituim x=x0+g in dezvoltarea lui f(x), (4.8).
h h,. h® . he .
f(x0+5) = f(x0)+5f (x0)+?f (x0)+4—8f (&) (4.9

unde & e {xo,xO + 2} .

Substituim x=x0—g in dezvoltarealui f(x), (4.8)

2 h3

(0 —0) = 1) 2 1 (o) 22 1 (1) - o £ (2) (4.10)

unde & e{xO —g,xo} . Scazénd membru cu membru relatiile (4.9) si (4.10) rezulta:

) f("“gj‘ f("O‘gj R (@) 1(&)

) = h 24 2 -
(4.11)
.
h 2

unde (;e{xo—g,x(ﬁg]

rezultd ca eroarea de trunchiere aderivatei prin doua puncte este :
2

- % (8 (4.12)

2
Daci |f"'(§)|< M pentru orice x e{xo—g,xowtg} atunci ey < %. M

4.1.2. ALGORITMUL 4.1. DERIVATA PRIN DOUA PUNCTE

{Variabile
Xo : punctul in care se calculeazi derivata , real;
h: pasul, real ;
der : variabila derivatei, real;

{

calculeaza der =

}

Derivata este der ;

}

f (% +05h) - f(x, —05h) .
h 1
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4.1.3. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 4.1

/* Functia care implementeaz: derivata prin doua puncte.
Functia Tntoarce valoarea derivatei

*/
double Derivata2P( double (*f) (double),
double x0,
double h)

{
return((f(x0+ 0.5* h)-f(x0-0.5* h))/h);

4.2. DERIVATA NUMERICA PRIN TREI PUNCTE

Deoarece in calculul acestei derivate numerice intervin trei puncte o denumim
derivata numerica prin trei puncte.
Se pune problema determinarii derivatei numerice a functiei f (x) in punctul x,, sub

forma:

f'(Xo) = af (Xo — hy) + bf () + f (Xo + 1) (4.13)
unde x5, h; , h, sunt date cunoscute, iar a,b,c necunoscute. Pentru determinarea
acestor necunoscute vom considera functia f (x) , o constanta, liniard si patratica .
Pentru f(x)=c= f'(x)=0,f (x,) =0, iar ecuatia (4.13) devine:

O=a+b+c, (4.14)
pentru  f(x) = (x—%)=f () =1 (%) =1 si

1=-ha+0b+hyc, (4.15)
pentru f(x) = (x—%,)> = £ () = 2(x~ %), f () =0 si

0= h?a+ Ob+h3c (4.16)

Deoarece hy, h, > 0 si determinantul sistemului A =hy h, (hy +hy )20, sistemul
este unic determinat. Rezolvand sistemul, se obtin valorile necunoscutelor :

h o b b (4.17)

h(h+h) ~ hh(+h) " h(h+h,)

Formula derivatei numerice afunctiel f (x) prin trei puncte este:

2 f (o + hp) + (2 = N2) F(x5) = RE (x5 — )
huhy(hy + )

care da o eroare de trunchiere nuld pentru functiile constante, liniare si patratice.
Pentru h, = h, = h/ 2 se obtine formula derivatei numerice prin doua puncte.

f'(%) ~ (4.18)

4.2.1. EROAREA DE TRUNCHIERE A DERIVATEI PRIN TREI
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PUNCTE

Pentru functiile de grad mai mare ca doi, eroarea de trunchiere o determinam din
dezvoltareain serie Taylor afunctiei f(x):

) VYRS VR
(0= 106)+ X2 1 () + B2 100+ Bl g (a9

unde & e[x,x].
Substituim x= x, —h, si rezulta:

{0 —h) = 106) =2 £ () + o 1 0) = 17(5,) (4.20)
unde & €[Xo-hXo]-

2 3
f(x0+h2):f(x0)+%f(x0)+%f (xo)+%f (&) (4.21)
unde & e[Xq.Xgth,].
Se inmulteste egalitatea (4.20) cu - h? si egalitatea (4.21) cu h? si se aduni. Rezulta

(o) (0 R f () R F )

e i ) sl (a2
Eroarea de trunchiere este data de formula:
%:METWJQF@MWF@M (4.23)
Dxﬂﬂu»wnpmmmMexq%m%+M atunci
o g% M (4.24)

4.2.2. ALGORITMUL 4.2. DERIVATA PRIN TREI PUNCTE

{Variabile
Xo : punctul in care se calculeazi derivata, real ;
h; : distansa punctului din stanga faya de x,, real ;
h, : distansa punctului din dreapta fazd de x,, real ;
der : variabila derivatei , real;
{
0Pt (% + hp) + (18 —1?) f(x0) - T3 —hy) |
huhp(hy + hy) ’

calculeaza der =

}
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4.23. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 4.2

I* Funcfia care implementeaz: derivata prin trei puncte.

Funcria Tntoarce val oarea derivatei }
*/
double Derivata3P( double (*f) (double),
double x0,
double h1,
double h2)

{

return(h1* h1*f(x0+ h2)+ (h2* h2-h1* h1)* f(x0)-h2* h2* f(x0-
h1))/(h1* h2* (h1+h2));

}

4.3. DERIVATA NUMERICA PRIN CINCI PUNCTE

Pentru formula acestei derivate se utilizeazi cinci puncte, doui céte doui egal
distantate de punctul central, Tn care se calculeaza derivata :
%o — 2h, Xg — h, X, Xg + , Xy + 2h (4.25)
Formula derivatel numerice prin cinci puncte se cauta sub forma:
£'(x,) = af (x, —2h )+ 1of (x, — )+ cf (x, )+ df (xg+h)+ef (x, +2h ) (4.26)
Pentru determinarea necunoscutelor a, b, ¢, d, e, particularizam functia f (x)
cu functie: constanta, liniara, patratica, de gradul trei si de gradul patru .
Pentru f(x) =c=f (x) =0, f (x,) =0 si ecuatia (4.26) devine:

O=a+b+c+d+e (4.27)
Pentru f(x) = x—x, =f (x) =1, f (%) = 1si

1=-2ha-hb+0c+ hd + 2he (4.28)
Pentru f(x) = (x—X%g)°= f ' (X) = 2(x— %), f (%) =0 si

0= 4h%a+h’b+ Oc+ hd + 4h%e (4.29)
Pentru f (x) = (x—Xo)° = (%) = 3(x=x))%, (%) =0 si

0=-8h%a—hb+0c+ hd +8h% (4.30)
Pentru f(x) = (x—xp)*= f () = 4x-X,), f () =0 si

0=16h%a+h*b+0c+h*d +16h%e (4.31)

Determinantul sistemului format de ecuatiile (4.27), (4.28), (4.29), (4.30), (4.31) este
A=144h" % 0 pentru ca h >0. Ca urmare sistemul dat este unic determinat si are
solutiile :

a=12h° ,b=-9%h’ ,c=0,d=96h° ,e=-12h° (4.32)
Formula derivatei numerice prin cinci puncte afunctiei f(x) este:

f'(%,) :ﬁ[f(xo —2h)—-8f(x, —h)+8f(x, + h)— f(x, +2h)] (4.33)
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Aceasta formulad de derivare numerica are eroarea de trunchiere zero pana lafunctii de
gradul patru. Pentru functii de grad mai mare ca patru, eroarea de trunchiere se
determina anal og ca la derivatele precedente, obtinandu-se valoarea :

e - %4 hef Y (£) (4.34)

unde  x e[x,—2h, X+ 2h]

Daca numarul de puncte creste pentru calculul unei derivate, atunci eroarea de
trunchiere se micsoreaza.

4.3.1. ALGORITMUL 4.3. DERIVATA PRIN CINCI PUNCTE

{Variabile

Xo : punctul Tn care se calculeaz: derivata, real ;
h : pasul, real ;

der : variabila derivatel, real;

{
calculeazi der = [ (%, 2)~81 (3 — ) + 8 (s + ) - (%, ~20)];
}

Derivata este der ;

}

4.3.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 4.3

/* Functia care implementeaz: derivata prin cinci puncte.
Funcyia Tntoarce val oarea derivatei

*/
double Derivata5P( double (*f) (double),
double x0,
double h)

{
return(f(x0-2* h)-8* f(x0-h)+ 8* f(x0+ h)-f(x0+ 2 h))/(12* h);

4.4. CALCULUL DERIVATEI FUNCTIILOR TABELATE

Sestie ca numai functiile continue au derivata. Tn practica ntalnim des cazuri cand
o functie continua este data sub forma de esantioane, fara a cunoaste expresia analitica
afunctiei. In acest caz, se poate calcula derivata functiei date sub forma de tabel cu
gjutorul programului prezentat in paragraful 4.4.1. Deoarece esantioanele pot fi luate
la pasi diferiti, se utilizeaza metoda derivarii Tn trei puncte. Pentru ca derivata sa fie
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cét mai exacta este necesar ca pasul de esantionare si fie c&t mai mic. In caz contrar,
derivata se va calcula cu eroare mare.

4.4.1. PROGRAM PENTRU CALCULUL DERIVATEI UNEI
FUNCTII ESANTIONATE

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <math.h>

{

double Derfcnr( double hl,
double h2,
doublef1,
double fO,
double f2)

{
return (h1*h1*f2+(h2* h2-h1* h1)*f0-h2* h2*f1)/(h1* h2* (h1+h2);
void main(void)

double pasl,pas2,fcl,fco,fc2;
clrser();
printf(* Dayi pasull”) ; scanf(* %lIf” ,& pasl);
printf (“ Dayi pasul2”); scanf(* %lf” ,& pas2);
printf (“ dayi funcsiain x0-h1");scanf(* %lf" ,&fcl);
printf (“ Dayi funcfiain x0”);scanf(* %lf” ,&f0);
printf (“ Dari funcriain x0+h2"); scanf(* %lf’ ,&fc2);
printf(* derivata este %lf\n” ,Derfcnr (pasl,pas2,fcl,fc0,fc2));
getche( );
/

4.5. APLICATII

1. Seda caracteristical-U aunei diode tunel in figura4.2. Se cere rezistenta dinamica
adiodei in punctele A,B,C,D,E,F,GH,I,JK,L.

Pentru calculul rezistentei dinamice a diodei in punctele cerute se utilizeaza programul
dat in paragraful 4.4.1. Acest program indeplineste conditiile problemei deoarece nu
Sse cunoaste expresia andlitica a caracteristicii diodei tunel si se cere rezistenta
dinamica n diferite puncte ale caracteristicii. Din grafic se determina, la diferite
h, de punctul dat, valorile functiei. Aceste valori sunt date in tabelul

distante h; si

4.1

HmaA}
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Tabelul 4.1.
hy h, f fo f, Derivata
A 0.2 0.3 0.7 0.1 0.2 0.223333
B 0.2 0.3 2.3 27 40 29.33333
C 0.2 0.2 40 50 77 92.53333
D 0.01 0.01 60 65 68 400.3333
E 70 oc
F 0.2 0.3 130 150 170 86.66667
G 0.2 0.3 190 200 240 83.33333
H 0.25 0.2 220 250 295 38.33333
| 0.1 0.1 250 275 300 500.8922
J 300 oc
K 0.2 0.3 380 400 430 100.4356
L 0.2 0.3 440 450 470 56.34012

2. Seconsidera functia
f(x) = 2- X% -exp(X) + sin(3-x—12)
si se cere derivatafunctiel in punctul x=1.
Derivata s-a calculat prin toate metodele si s-au obtinut urmatoarel e rezultate:

-derivata prin doua puncte h=10"° ;  f'(1) =15628085
-derivata prin trei puncte h, =107°; h, =157°; (1) = 15628085
-dervata prin cinci puncte h=10"°  f(1)=15628085.
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INTEGRAREA NUMERICA*

Metodele numerice de integrare se clasifica dupa tipul functiei de integrat si
valoarea limitelor deintegrare.

I. Prima grupa de metode se refera la functiile continue si cu limite finite de
integrare. Aceste metode se impart la réndul lor Tn doua subgrupe in functie de modul
dedivizare aintervalului deintegrare:

a) Metode ce Tmpart intervalul de integrare Tn subintervale de aceeasi lungime,
numarul subintervalelor fiind impus de operator. Dintre aceste metode amintim:
metoda dreptunghiului, metoda trapezului, metoda lui Simpson si metoda lui
Richardson;

b) Metode ce Tmpart intervalul de integrare in asa fel Tncét eroarea de calcul si fie
minima. Dintre aceste metode amintim si studiem metoda cuadraturii alui Gauss.

I1. A doua grupa de metode se refera la integralele improprii, adica la integrarea
functiilor cu discontinuitati de spetainté si a doua pe intervale de integrare finite sau
integrarea functiilor continue pe intervale de integrare infinite.

I11. A treia grupa de metode numerice de integrare se ocupa cu integrarea dubla
a functiilor de doua variabile. Amintim in acest sens formulele de cubaturda a
trapezului si alui Simpson.

5.1. INTEGRAREA FUNCTIILOR DE O SINGURA
VARIABILA. METODE CU DIVIZAREA CONSTANTA

Aceste metode Tmpart intervalul de integrare intr-un numar n de subintervale de
lungime egald. Numarul n are influenta asupra preciziei rezultatului integralel astfel:
Cu cét n este mai mare, cu atét precizia rezultatului este mai mare, deci cele doua
marimi sunt direct proportionale. Numarul n este alesde proiectant.

5.1.1. METODA DREPTUNGHIULUI

Aceastd metoda are erori de calcul mari pentru functii diferite de o constanta. Tn
cazul cand se doreste 0 evaluare grosiera a unei integrale, se poate aplica aceasta
metoda, iar daca numarul subintervalelor pentru intervalul de integrare creste, eroarea

*)Bibliografie: [6],[7],[15],[22]
de calcul scade. Aceasta crestere anumarului de subintervale se face in detrimentul
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timpului de calcul. Se considera :
b
I1=[ f (x)dx (5.1
a

unde f(x) esteo functie continua pe [a,b] si a,b sunt finite.
|- reprezinta aria hasurata punctat din fig. 5.1.
Calculul numeric & acestei integrale se realizeaza prin divizarea intervalului [a,b]
n n subintervale de lungime egala cu
b- .
AXi :Ta:XHl_Xi :h, | =0,1,...,n'1. (52)
Se calculeaza aproximativ ariafiecarui dreptunghi
b-a
S B f(x) (53

si se Tnsumeazi
n-1 n-1
%g:h-%f(xi) (5.4)
i= i=

unde x, =a+h-i

Formula (5.4) reprezinta formula
y deintegrare a dreptunghiului.
Pentru functia constantd metoda
FO6a) — dreptunghiului are eroarea de
o calcul nula deoarece aria formata

: de functie, axa Oxsi verticaele
| n capetele intervalului este egala
| cu integrala din functie pe
_ | intervalul dat. Aceasta metoda
I | nu are aplicatii Tn practica
o datorita erorilor mari, pe care le
| introduce.
I
I

X Xis1 -

Fig.5.1. Reprezentarea graficd a integralei |

5.1.1.1. Algoritmul 5.1. M etoda dreptunghiului

{ Variabile
Is: limita stAnga a intervalului deintegrare, reala;
Id: limita dreapta a intervalului de integrare, realg;
n: numarul de subintervale, Tntreg;
h: valoarea lungimii unui subinterval, realg;
sum: valoarea integralei, realg;

{
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sum=0;
Id-1Is
calculeazs h= - :
pentrui=0, ..., n-1 calculeaza sum=sum+h* f (i)
tipareste valoarea integralei sum;
}

5.1.1.2. Implementarea algoritmului. M etoda dr eptunghiului

/* Functia care implementeaz: metoda de integrare a dreptunghiului.
Funcyia intoarce valoarea integralei.
*/
double Dreptunghi F(double (*f)(double),
doublels,
doubleld,
int nrpas)
o
inti;
double suma=0,h;
h=(ld-1s)/nrpas;
for(i=0;i<=nrpas-1;i++)suma+=h*f(Is+i*h);
return suma;

5.1.2. METODA TRAPEZULUI

b
Fie 1=[f(x)dx unde f(x) estecontinua pe [a,b]si a,bsuntfinite.
a

Functia este reprezentata grafic in figura 5.2, iar integrala | reprezinta aria haguratd
si punctata.
Intervalul [a,b] se imparte in n subintervale de lungime egala

AX; = X1 — X; :b;na:h , 1=0,1,..,n-1 |, xg=as x,=b

Arial; este aproximata cu ariatrapezului (x; .1 f(x;), f(X;,1))

I zwh (5.5)

n-1
I zg%[f(xiﬂ f(Xi11)] :g[f(x0)+2f(xl)+ et 20X ) + F (%)) (5.6)
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Aceasta expresie prezinta formula de integrare numerica prin metoda trapezului si are
eroare de trunchiere nula pentru functii pana lagradul intéi inclusiv.
Metoda de integrare a
y trapezului este superioara din
punct de vedere a erorilor de
o trunchiere fata de metoda
f(X,1) dreptunghiului, dar ca timp de
calcul este comparabila cu
aceasta, pentru un acelasi
numar de pasi de integrare.
Simplitatea e o face
utilizabila Tn numeroase cazuri,
precizia e depinzdnd de
numarul de subintervale ales.
Cu cét acest numar este mai

£7Z
il//I L

E IR mare cu atét precizia este mai
' - | : buna, dar timpul de calcul
a X Xis1 " X al integralei creste. Aceasti in-
Fig.5.2. Reprezentarea graficd a metodei de integrare tegrala sta la baza metodei Iui
a trapezului Richardson.

5.1.2.1. Eroarea detrunchiere pentru metoda trapezului

Vom calcula eroarea de trunchiere pentru I; (5.5). Pentru aceasta vom dezvolta functia
f(x) Tnjurul punctelor x; si X;;:

(x- X) (XX)

FXZ(X;) + o f 7 (% ) (5.7)

2
Cu gjutorul celor doua dezvoltari (5.7) si (5.8) vom construi 0 noua functie, media
acestor functii care aproximeaza cel ma bine functia in intervalul (x,x.;) -
Consideradnd x;,, = x; +h putem scrie noua functie astfel:

(9 = f(xi+1)+(x‘l+“)- f '(mﬂw P (%) + (58)

f(Xi+1)2+ f(xi) F(x=x)- fr(x)+ f'(Xi.1) he F/(x.0)+

(0= .

5.9
2 F7(x)+ (%) 59)
4

(i)

+(X=X) —h-(x-x) f”(X|+1)+

Prin integrarea acestei functii (5.9) dela x; la x;,, se obtine urmatorul rezultat:
Ifl f (x)dx = f(x”1)2+ FO6) 4y f'(xi+1)4+ F'(%) 2 _ f’()2(i+1).h2 N

X;

L)+ TG s T ) e T(G) s
12 4 4
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_ )+ () h— fr(xia)— (%) h? _ f (%) + £'(%) h3+.. (5.10)
2 4 12
Observam ca eroarea de trunchiere este

—_ f(Xi+l)_ f(Xi) . h2 _ f ”(Xi+l)+ f ’(Xi) . h3 + (511)

: 4 12
Consideram ca eroarea de trunchiere este de forma:

er ~k-h?-[f/(x.1)— F'(%)] (5.12)

unde k se determina astfel ca formulde (5.11) si (5.12) sa fie egale. Consideram o
functie pentru care avem eroare de trunchiere prin metoda trapezului. Aceasta este

functia patratici f (x) = x?. Tinand cont ¢i x,,, = x, +h rezulti :

X1 3 : 3 3 3
2 _X_‘ X1+1_Xi+3—Xi _ .2. 2. : h_
)J;x dx = 31, = 3 =x-h+h®.x + 3 (5.13)
Aplicand metoda trapezului aceleasi functii avem:
5t o (Xiq+X7) 2 2 M
[ XPdx=""T2-——.h+er =x7-h+x-h ey (5.14)
X
Dinrelatiile (5.13) si (5.14) rezulta  e; =-h®/6 (5.15)
Aplicand formula (5.12) pentru f (x) = x?rezulta
e =k-h?-(2x,;-2%)=2-k-h* (5.16)

Din formulele (5.16) si (5.15) rezulta k:-l—lz
Eroarea de trunchiere pentru trapezul  (x;, X4, f (%), f (Xi,1)) este

o z_l_12.hz [ 0a) - £00)] (5.17)

iar pentru ntreaga integrala pe intervalul [a,b] avem cu aproximatie eroarea de
trunchiere:
er ~—(1/2)-h? ~[f'(b)— f'(a)] (5.18)

Aceasta eroare reprezinta aproximativ suma ariilor cuprinse intre curba si coarda dusa
prin punctele(x;, f (%)), (X1, f (X4)), 1 =0,1,...,n-1

5.1.2.2. Eroarea derotunjire pentru metoda trapezului

Formula de calcul aintegralei numerice prin metoda trapezului este data in expresia
(5.6). Construim graful de procedurd a formulel de calcul considerénd ca  f(x;) au
erorile relative ¢ , i = 0,1,...,n , nodurile in care se redlizeaza operatiile r; , i
=1,2,...,n+3.

f(x) f(xy) f (%) + f(X2)
E, =(((..(((&- +&- +r
U T 100 T T+ 100) T+ 106)+ 100)
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‘. f(X3) L)t ) (X)) + F(Xo)+ .+ F(Xpop)
RO+ FO)F F(xg) 2T TR (k) + (Xp) et F(Xoop) + F (Xog)
f(Xn1) 2F (%) +2F (X)) + oo+ 2(X1)

O O T T o)+ Ty 2 ) F G T2 () o 2F () + F )

e 00 ) F(xg)+ F(xy)
O (xo)+ F(x) " F(Xo)+ F(Xa) " F(Xo)+2F(Xg) + et 2 (Xog) + F(Xp)
r () + f(x,) N
" (Xg) +2F (X)) + ot 26 (X ) + F(X,)
. f (%) N f(x,) N
Q°F (39) +2F () + ot 2F (%, )+ F (%) ™ £ (%) + 2 (%) + ot 2F (%, 1) + F (X))

Flhaténtlo =T téntio+

210020 06) + 21 00) 2f(%,)
F(Xg)+2f (%) +..+2F (X )+ T (X)) mL F(Xo)+2f (%) +..+2F (X g)+ T (X))

+ (rmz + rrﬂ)

O 06) + ot F (X 0)] s 2f (X02) N
M3 (Xo) + 2F (X)) + ot 2F (X g) + F(X) 2 F(Xo)+ 2 (%) + oot 2F (X, 1) + F(X,)

FOQH (%) + ot T (X 3)] 2f(x,)
Mna +.4E +
F(Xg) +2F (%) + ..+ 2F (Xg) + T(X5) F(Xg) +2F (%) + ..+ 2F (X q) + T(X,)

21 (x,)
T (xg) + 2F (x0) + ot 2 (Xyg) + T (X7)

(5.19)

Tinénd cont ca eroarearelativa este ¢, = el—' ,unde @ este eroarea absoluta, putem

calcula eroarea absol uta:
* f f .
h [ (XO) (Xn)]+80. f(xo)+

€ = (rn+l+‘9h +8n+2)~|+rn~

+ 0N f (K1) + (g + o) - [ FO) + F () + oot F (X )]+
+&n N F(Xp)+ g h[FO)+ F (X)) + ot F(X00)]+

+&0g- N F (X )+ g [ FOQ)+ FOXQ) + ot F (X 3)]+ ot
+&, h- () +& - F(x)+1 - h-[F(x)+ f(%)] (5.20)
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T3]
s+ Fot0 )+ )

23] + 2 )+ + 2 )

1M T 2T0a) + 2T 1) qu;z 1 rn_” I

—

Fig.5.3. Graful de procedura pentru metoda trapezului

Daca consideram ca toate erorile relative ce intervin in calcul se obtin tot prin rotunjire
si sunt mai mici ca510" unde t este mantisa cal culatorului si | f(x) | <o pentru i =

0,1,2,...,n,aunci rezulta urmatoarea margine a erorii absolute:
e <5-107"-[3-1 +h-(a+%+a+2-(n—l)~a+a+(n—2)-a+
a+(n-3)-a+a+(n—-4)-a+.+a+2-a+a)]=

=5.10"-[3nha +5-h-a/2+h-a(n*+3-n-8)/ 2] =
=5.10"h.a(n*+9-n-3)/2

g <510 -h-a(n*+9-n-3)/2 (5.21)
Se observa ca eroarea de rotunjire depinde proportiona de valoarea lui n ( numarul de
puncte ae diviziunii ). Cand n creste, eroarea de rotunjire se mareste datorita cresterii
numarului de operatii de calcul.
5.1.2.3. Algoritmul 5.2. Metoda trapezului
{ Variabile

Is: limita stnga a intervalului de integrare, realg;
Id: limita dreapta a intervalului de integrare, realg;
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n: numarul de subintervale, intreg;
h: valoarea lungimii unui subinterval, realg;
sum: valoarea integralei, realg;

Id-Is
calculeazas h= - :

f9+fla)

2
pentrui=1 péana la n-1 calculeaza sum=sum+h* f (Is+i*h);
tipareste valoarea integralei sum;

}

calculeaza sum=

5.1.2.4. Implementarea algoritmului 5.2

/* Functia care implementeaz: metoda deintegrare a trapezului.
Funcria Intoarce valoarea integralel
*/
double TrapezF(double (*f)(double),
doublels,
doubleld,
int nrpas)

inti;

double suma,h;

h=(ld-1s)/nrpas;

suma=0.5* h* (f(Is)+f(ld));
for(i=1;i<=nrpas-1;i++)sumat+=h*f(Isti*h);
return suma;

}

5.1.3. METODA LUl RICHARDSON

Aceasta metodd dia o precizie mai bund de calcul a integralei numerice decét
metoda trapezului si s-a obtinut prin modificarea metodei trapezului.

Se pleaci de la eroarea de trunchiere ametodei trapezului (5.18), er = Ch? pentru
diviziunea h = (b-a)/n.
Pentru o alta diviziune k= (b-a)/m se obtine eroarea de trunchiere

er=Ck? (5.22)
Caurmare

I=1+Ch?

|= I+ CK? (5.23)
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. I- . a A . .
Prin scidere se calculeaza C= kzh :]2 si Tnlocuind in formulaintegralei | rezulta:

=1, + '“_Z'k (5.24)
() -2

expresie ce poarta denumirea de formula Iui Richardson si are o precizie mai mare
decét metoda trapezului.

5.1.3.1. Algoritmul 5.3. Metoda lui Richardson

{ Variabile
Is: limita sténga a intervalului deintegrare, realg;
Id: limita dreapta a intervalului deintegrare, reala;
n: numarul de subintervale, intreg;
m; numarul de subintervale, intreg;
h: valoarea lungimii unui subinterval cu diviziunea n, realg;
k: valoarea lungimii unui subinterval cu diviziunea m, realg;
sumh: valoareaintegralel cu diviziunea h, reala;
sumk: valoarea integralei cu diviziunea k, reald;
sum: valoarea integralei, reald;

5 Id—Is
{calculeazi h= - ;
Id-Is
calculeaza k= ;
m

calculeaza sumh:%-h ;

calculeaza sumkzw« :

pentru =1 pana la n-1 calculeaza sumh =sumh

+h* f (Isti*h);
pentru i=1 pana la ml calculeaza sumk=sumk+Kk*
f (Is+i*k);
calculeaza sum= sumh+ (sumh-sumk)/((k/h)* (k/h)-1);
tipareste valoarea integralei sum;
}
5.1.3.2. Implementarea algoritmului 5.3

[* Functia care implementeaza metoda de integrare a lui Richardson.
Functia intoarce valoarea integralei
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*/
double RichardsonF(double (*f)(double),
doublels,
doubleld,
int nrpash,
int nrpask)
t
inti;

doubl e suma,sumah,sumak;h,k;

h=(Id-ls)/nrpash;

k=(ld-Is)/nrpask;

sumah=0.5* h* (f(1s)+f(1d));

sumak=0.5* k* (f(1s)+f(ld));
for(i=1;i<=nrpash-1;i++)sumah+=h*f(Is+i*h);
for(i=1;i<=nrpask-1;i++)sumak+=k*f(Is+i*K);
suma=sumah+ (sumah-sumak)/(((k* k)/(h* h)-1));
return suma;

}

5.14. METODA LUI SIMPSON

Metoda lui Simpson utilizeaza tot procedeul impartirii intervalului de integrare in
subintervale egale, dar aproximarea este aici facuta cu aria de sub o parabola, pentru
doui intervale adiacente. Parabolatrece prin trei puncte consecutive ae diviziunii.
Formula de calcul a metodei lui Simpson se poate deduce mult mai usor utilizand
formula lui Richardson. Aceasta formula se utilizeaza pentru doua diviziuni intre care

avemrelatiile:

k=o2h, k=2=2 | p_b-2
m n

Scriem formula metodei trapezului pentru fiecare diviziune in parte:
Iy, = g[f (%) +2F (x1) +2f (X )+ 2F (Xg)+ ..+ 2F (X 1) + T (X,)]

L = [ f (%) +2F (%) + 2F (X )+ 2 (Xg )+t 2 (Xp) +  (X,)]

Aplicam formulalui Richardson (5.23):

= h{ f (;0) FE )+ F ) (X )+ (Xa oot (X g) +

+

+h{f(xo) 1
6 3

1 1 1 1
f(X1)+§ f(x)+ 3 f(X3)+§ f(X4)+---+§ f(Xn_1) + 6

f(xn)}+
2

f(xn)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

[+
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1 2 2 2 1
-5 1 000)-5 T00)-5 T ()= g T (02) =5 T (%)

| =g[f (Xo) + 4T (X)) + 2 (%o )+ 4T (Xg )+ ot 4F (X 1) + F (X))] (5.28)

Expresiareprezinta formula de calcul numeric al integralel pentru metoda lui Simpson.

5.1.4.1. Algoritmul 5.4. Metoda lui Simpson

{ Variabile

Is: limita stnga a intervalului deintegrare, reala;
Id: limita dreapta a intervalului deintegrare, reala;
n: numarul de subintervale, intreg;

h: valoarea lungimii unui subinterval, realg;

suma: valoarea integralei, reald;

{ Variabile

Is: limita stAnga a intervalului de integrare, realg;
Id: limita dreapta a intervalului de integrare, realg;
n: numarul de subintervale, intreg;

h: valoarea lungimii unui subinterval, realg;

suma: valoarea integralei, realg;

{
Id-Is
calculeazd h= o :

calculeaza sum= h.w ;
pentrui=1 pang lan-1
daca i = par atunci calculeazz sum=sum
+(2/3)*h* f (Isti*h);
altfel calculeazi sum=sum+(4/3)*h* f (Isti*h);

tipareste valoarea integralei sum;

}

5.1.4.2. Implementarea algoritmului 5.4

/* Functia care implementeaz: metoda de integrare a lui Smpson.
Funcria intoarce valoarea integralei. */
double SmpsonF(double (*f)(double),
doublels,
doubleId,
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int nrpas)
L
inti;
double suma,h;
h=(ld-1s)/nrpas;
suma=h* (f(1s)+f(1d))/3.0;
for(i=0;i<=nrpas-1;i++)suma+=2* (1+i%2)* h*f(Is+i* h)/3.0;
returnsuma }

5.2. INTEGRAREA FUNCTIILOR DE O SINGURA
VARIABILA CUMETODE CU DIVIZAREA
VARIABILA

Dintre aceste metode se prezinta metoda cuadraturii lui Gauss. Aceastdi metoda
determina punctele de divizare ale intervalului de integrare astfel ca eroarea de calcul
aintegralel sa fie minima.

5.2.1. METODA CUADRATURII GAUSSIENE CU DOUA PUNCTE

Aceasta metoda reduce orice interval de integrare [a,b] laintervalul [-1,1] cu gjutorul

formulel de substitutie:
_ 2x—(b+a)
"~ b-a
Pentru x=a rezultd y=-1, iar pentru x=b rezultd y=1. Substitutia este data de
formula:

(5.29)

x=%(b—a)y+%(b+a) (5.30)
si dx = % (o—a)dy (5.31)
b
Caurmare, integrala | :j f(x)dx setransforma inintegrala
a
+1 +1

=] fF(b—a)y+i(b+a)}1(b—a)dy: [o(y)dy (5.32)
2 2 2 A

-1
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|
I
I
|
|
-1

Yo Y1 + y

Fig.5.4. Reprezentarea grafica a functiei z = () sia punctelor de divizare

Formula de calcul aintegralei o demonstram pentru cazul a doua puncte Tn intervalul

+1
de integrare, puncte ce le determinam astfel ca integrala | = [¢(y)dy si dea
-1

eroarea zero pana la un polinom de gradul trei inclusiv. Alegerea punctelor de divizare
aintervalului [-1,1] seface astfel caintreariile S, S, S sa avemrelatia

S=5+S (5.33)
pana lao functie p( y) de gradul trei.
Integrala prin metoda cuadraturii o calculam cu formula: 1=kog(Yo)+kig(y1)
unde ygsi y;sunt punctele de divizare a intervalului, iar ks , kg sunt niste ponderi,

toate necunoscute pe care le vom determina.

1
Calculam valoarea exacta aintegrael | = f o(y)dy tinand cont de formula (5.33)
-1

+1 +1
1= _[ p(y)dy= I (ap +ayy)dy (5.34)
1 1

unde z=a,+a, -y reprezintd ecuatia dreptei care trece prin punctele (yq,o(yo)) si
(Y1, 0(¥1)) -
Consideram functia ¢(y) de gradul trei, pentru care integrala se calculeaza cu eroarea
Zero:

o(y)= byt by y+b, y*+byy® (5.35)
Aceasta functie o putem scrie si sub forma urmatoare:

o(y) = agta Y+ (y-Yo)(Y-Y1)(ao + 1Y) (5.36)
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punénd Tn evidenta trecerea curbei o(u) prin punctele (yo,o(Yo)) si (vi.@(yD) ae
dreptei z=a, +a,y.
Egalitatea (5.34) se scrie sub forma:

+1 +1
[ (a0 +ayy)dy = [[ao +ary+(y=yo)(yn)(ao + aay) dy (5.37)
-1 -1
si, pentru ca aceasta egalitate si fie satisfacuta pentru orice «a, si «,, trebuieca
+1
[ (y=yo)y-y1)dy=0 (5.38)
-1
+1
s [ Y(y=Yo)y-ydy =0 (5.39)
-1

Din aceste doua ecuatii se obtine sistemul:

+1
”yz —(Yo+ Y)Y+ YOyl]dy= 0
)

+1 (5.40)
J.[VS ~(Yo+y1)Y* + YOY1Y]dY =0
-1
sau
1
YoY1+3=0 (5.41)
Yo+Y1=0
1 1
cu solutiile =——=gl =— 5.42
L Yo NE $ Y1 NE ( )
Pentru calculul ponderilor ko, k; utilizim egalitatea
+1 +1
1 1
I = | p(y)dy = | (a5 +a,y)dy = kgo(— —=) + kyp(—=) 5.43
:|:L¢ :E_ 0 1 o® \/é 19 \/é ( )
+1 ﬂ . +1
J @0 +aydy=(aoy+75 y*)| =28 (5.44)
-1 -
Tnlocuind Tn (5.43) rezulta:
1 1
ko(ag —ﬁal)+ k;(ag +Ea1) =2a, (5.45)
Prin identificare se obtine sistemul:
ko - kl = 0 ’
cu solutiile: ko=1,k =0 (5.47)

Formula de calcul a integralei prin metoda cuadraturii gaussiene cand utilizam doua

puncte de divizare este;
b +1 1 1
=] f()dx= | (y)dy=o(-—=)+o(—) (5.48)
90| NN

unde: oY) = % (b-a)f (y) (5.49)
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5.2.1.1. Eroarea detrunchiereaformule cuadraturii gaussiene prin
doua puncte

Integrala dintr-un polinom pana la gradul trei are eroarea de trunchiere nula. Pentru
polinoame de grad mai mare catrei este:
er=ky™(© , -I<1 (5.50)

Pentru determinarealui k ludm o(y) = y*

+I}p(y)oly = +Jiy“dy = y—55 il: % (5.51)

o o 1 1 2

Joway=]y'ay=o(- o= P rer =grer (5.52)
Din egdlitatile (5.51) si (5.52) rezulta:

Aplicand formula (5.55) pentru o(y) = y* unde ¢V (y)=24 avem:

8 =k-24 deunderezulta k= 1
45 135

Eroarea de trunchiere pentru formula cuadraturii gaussiene prin doua puncte este:

er=eo™(9 , -l<kel (553)

5.2.2. Metoda cuadraturii gaussiene cu mai multe puncte dedivizare

Tn acest caz
b +1 n-1
[ £(9dx = [ p(uydu = ;) kio(y;) (5.54)
a -1 1=

utilizénd n puncte de divizare si n ponderi.
Valorile punctelor de divizare in intervalul [-1,1] sunt radacinile polinoamelor lui
L egendre care sunt definite prin relatia de recurenta:

P=1, P(y)=yYy
P (Y) = =[(2n-DYP, ()~ (=D, ,(¥)] (5.55)
n

iar ponderile sunt date de formula:
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K = 2 (5.56)

- LN )T

Pentru polinoamele lui Legendre pana la gradul 16 sunt date radacinile si ponderile in
functia de implementare a metodei.

n cazul a n puncte de divizare a intervalului de integrare [-1,1] eroarea de trunchiere
este zero pentru toate integralele polinoamelor de grad mai mic decat 2n-1, inclusiv
2n-1.

5.2.2.1. Eroarea detrunchiere pentru formula cuadraturii gaussiene cu
mai multe punctededivizare

Consideram un polinom de gradul 2n pentru care integrala gaussiana are eroarea de
trunchiere: er =kp® (5, -1<E<1 (5.57)
Calculam integrala pentru  o(y) = y2"

+1 +1 o y2n+l 1 2 8
= dy = = 5.5
cho(y)dy le Y= Gnen| 1" mne1 (5.58)
+1 +1 n-1
[o(yydy=[y>dy = 2y ey (5.59)
-1 -1 i=
Din egaarearelatiilor (5.58) si (5.59) rezulta:
2 looon
& = oni E) Ki Y; (5.60)
Aplicand formula (5.57) ,unde  ¢®(&)=(2n)! si egaland-o cu (5.60)
rezulta:
1 2 n-1 ) j
= > kiu" 5.61
(2n)!(2n+1 ,;0 ith (561)
iar eroarea de trunchiere
(@n) n-1
— M [L ZnJ
=@ \2ne1” E) kil (5.62)

5.2.2.2. Algoritmul 5.5. Metoda cuadraturii a lui Gauss

{ Variabile
Is: limita stnga a intervalului deintegrare, realg;
Id: limita dreapta a intervalului de integrare, realg;
n: gradul polinomului lui Legendre;
A[n, i]:matricea ponderilor, reali;
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U[n, i]:matricea soluriilor polinoamelor Iui Legendre, reale;
sum: valoarea integralei, reald;
{ Construieste matricea A[n, i];
Construieste matricea Y[n, i];
suma=0;
pentru i=1 pana la n calculeazi
sum=sumt+ Al n,i] * (1/2)* (Id-1s)* f((1/2)* (Id-
19*Y[n,i]+(1/2)(Is+1d));
tipareste valoarea integralei sum;
}
}

5.2.2.3. Implementarea algoritmului 5.5

[* Funcria care implementeazi metoda cuadraturii lui Gauss
pentru integrarea funcriilor reale de variabila reala
*/

double CuadraturaGauss(double (*f)(double),
doublels,
doubleld,
int ord pol)

{
static double A[17][17] =

{

f* n=0*/
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

f*n=1%/
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

[ n=2%*/
{ 1111010101010101010101010101010}1

[ n=3*/
{5.0/9.0,8.0/9.0,5.0/9.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0%,

[* n=4*/
{0.347854854137454 0.652145145862564
0.652145145862564 0.347854854137454

[eoNeoNoNe
[cNeoNoNe
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0
0

[* n=5%*/

{0.236926885056189,
0.568888888888889,
0.236926885056189

[oNoNoNoNe

*n=6*/

{ 0.17132449237917,
0.467913934572691,
0.360761573048139,

oocooo

*n=7%*/

{0.12948496616887,
0.381830050505119,
0.381830050505119,
0.12948496616887,
0,

0,
0,
0

[* n=8*/

{0.101228536290376,
0.313706645877887,
0.362684783378362,
0.222381034453374,

[oNeoNeoNe)

[*n=9%*/

{ 0.08127438361574,
0.260610696402935
0.33023935500126
0.260610696402935,
0.08127438361574,
0,

0}

0.478628670499366
0.478628670499366,

coo0o0o00Oo

0.360761573048139,
0.467913934572691,
0.17132449237917,
0,

0,

0,

0,

0}

0.279705391489277,
0.417959183673469,
0.279705391489277,
0,
0,
0,
0,
0}

0.222381034453374,
0.362684783378362,
0.313706645877887,
0.101228536290376,
0,

0,

0,

0},

0.180648160694857
0.312347077040003,
0.312347077040003,
0.180648160694857,
0,
0,
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0.205198463721,

0, 0,
0, 0},
f* n=10*/
{0.066671344308688, 0.14945134915058
0.219086362515982, 0.269266719309996,
0.295524224714753, 0.295524224714753,
0.269266719309996, 0.219086362515982,
0.14945134915058, 0.066671344308688,
0, 0,
0, 0,
0, 0},

* n=11*/
{0.055668567116, 0.125580369465,
0.186290210928, 0.233193764592,
0.26280454451, 0.272925086778,
0.26280454451, 0.233193764592,
0.186290210928, 0.125580369465,
0.055668567116, 0,
0, 0,
0, 0},

[*n=12*/
{0.047175336387, 0.106939325995,
0.160078328542, 0.203167426723,
0.233492536538, 0.249147045813,
0.249147045813, 0.233492536538,
0.203167426723, 0.160078328542,
0.106939325995, 0.047175336387,
0, 0,
0, 0},

* n=13%*/
{0.040484004765, 0.092121499838,
0.13887351022, 0.178145980762,
0.207816047537, 0.226283180263
0.232551553231, 0.226283180263,
0.207816047537 0.178145980762,
0.13887351022, 0.092121499838
0.040484004765, 0,
0, O},
0,

* n=14%*/
{0.035119460332, 0.08015808716,
0.121518570688, 0.157203167158,
0.185538397478, 0.205198463721,
0.215263853463, 0.215263853463,

0.185538397478,



112 Metode numerice in electronica

0.157203167158, 0.121518570688,
0.08015808716, 0.035119460332,
0, 0},
[* n=15%*/
{0.030753241996, 0.07036604 7488,
0.107159220467, 0.139570677926,
0.166269205817, 0.186161000016,
0.198431485327, 0.202578241926,
0.198431485327, 0.186161000016,
0.166269205817, 0.139570677926,
0.107159220467, 0.070366047488,
0.030753241996, 0},
* n=16*/

{0.027152459412, 0.062253523939,
0.095158511682, 0.124628971256,
0.149595988817, 0.169156519395,
0.182603415045, 0.189450610455,
0.189450610455, 0.182603415045,
0.169156519395, 0.149595988817,
0.124628971256, 0.095158511682,
0.062253523939, 0.027152459412};

static double U[17][17]=

{

¥ n=0*/
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

Fn=1%/
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

[ n=2%*/
{0.5773502692, -0.5773502692,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0,
0, 0},

[* n=3*/

{ 0.7745966692, }
-0.7745966692

[oNoNoNoNoNeNe]

o000 Oo
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0,

[* n=4%/

{0.861136311594053,
-0.339981043584856,

co0oo0o00O

[ n=5 %/
{0.9061798450938664,
01
-0.906179845938664,

ooco0oo

[* n=6%*/
{0.932469514203152,
0.238619186083197,
-0.661209386466265,

oco0co0o0o

[*n=7%*/
{0.949107912342759,
0.405845151377397,
-0.405845151377397,
-0.949107912342759,
0,

0,
0,

0,

[* n=8%*/
{0.96269856497336,
0.525532409916329,
-0.18343464249565,
-0.796666477413627,

0},

0.339981043584856,
-0.861136311594053,

00 o00O

0.538469310105683,
-0.538469310105683,

oo0oo0o0o0Oo

0.661209386466265,
-0.238619186083197,
-0.932469514203152,
0,

0,
0,
0,
0},

0.741531185599394,
0:
-0.741531185599394,

0},

0.796666477413627,
0.18343464249565,
-0.525532409916329,
-0.96269856497336,
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0,

* n=9*/
{0.968160239507626,
0.613371432700591,
0,
-0.613371432700591,
-0.968160239507626,
0,

0,
0,

[* n=10*/
{0.973906528517172,
0.679409568299024,
0.148874338981631,
-0.433395394129247,
-0.865063366688985,
0,

0,
0,

/¥ n=11*/
{0.978228658146,
0.730152005574,
0.269543155952,
-0.269543155952,
-0.730152005574,
-0.978228658146,

0,
0,

[* n=12*/
{0.981560634247,
0.769902671494,
0.367831498998,
-0.125233408511,
-0.587317954287,
-0.90411725637,

0,
0,

[* n=13*/
{0.984183054719,
0.801578090733,
0.448492751036,

0,
-0.448492751036,
-0.801578090733,
-0.984183054719,
0,

0},

0.836031107326636,
0.324253423403809,
-0.324253423403809,
-0.836031107326636,
0,

0,

0,

0},
0.865063366688985,
0.433395394129247,
-0.148874338981631,
-0.679409568299024,
-0.973906528517172,
0,

0,

0},

0.887062599768,
0.519096129207,

0,

-0.519096129207,
-0.887062599768,

0,

0,

0},

0.90411725637,
0.587317954287,
0.125233408511,
-0.367831498998,
-0.769902671494,
-0.981560634247,

0,

0},

0.917598399223,
0.64234933944,
0.230458315955,
-0.230458315955,
-0.64234933944,
-0.917598399223,

0,

0},
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[ n=14%*/
{0.986283808697, 0.928434883664,
0.82720131507, 0.687292904812,
0.515248636358, 0.319112368928,
0.108054948707, -0.108054948707,
-0.319112368928, -0.515248636358,
-0.687292904812, -0.82720131507,
-0.928434883664, -0.986283808697,
0, o},
n=15*/
{0.98799251802, 0.937273392401,
0.84820658341, 0.72441773136,
0.570972172609, 0.394151347078,
0.201194093997, 0,
-0.201194093997, -0.394151347078,
-0.5709721726009, -0.72441773136,
-0.84820658341, -0.937273392401,
-0.98799251802, 0},

* n=16*/
{0.989400934992, 0.944575023075,
0.865631202388, 0.755404408355,
0.617876244403, 0.458016777657,
0.281603550779, 0.095012509838,
-0.095012509838, -0.281603550779,
-0.458016777657, -0.617876244403,
-0.755404408355, -0.865631202388,
-0.944575023075, -0.989400934992}};

inti;

double suma=0;

for(i=1;i<=ord_pol;i++)

suma+=0.5*(Id-1s)* Alord_pol][i-1]*f(0.5* (Id-ls)*
Ulord_pol][i-1] +0.5*(Ist1d));

return suma;

}

5.3. COMPARAREA METODELOR DE INTEGRARE
NUMERICA A FUNCTIILOR DE O SINGURA
VARIABILA

Dintre toate metodele de integrare numerica, metoda cuadraturii gaussiene este cea
mai precisa, realizand aceessi precizie ca si metoda [ui Simpson cu un numar dublu de
puncte de divizare si ca metoda trapezului cu un numar de patru ori mai mare de
puncte de divizare.
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Pentru aceeasi precizie de calcul a integralei numerice, eficienta creste sau timpul
de calcul a calculatorului scade dupa cum utilizam in ordine metoda trapezului,
metoda lui Simpson si metoda cuadraturii gaussiene.

5.4. CALCULUL NUMERIC AL INTEGRALELOR
IMPROPRI|I

Definitia 5.1: Se numeste integrala improprie, integrala pentru care cel putin una
dintre limitele de integrare este infinitd si functia este continua pe intervalul de
integrare sau functia are puncte de discontinuitate de speta intéi sau a douasi limitele
de integrare sunt finite.

Integralele improprii de forma

Tﬂ@m , [reoax ok (5.63)
pot fi aduselaforma_
[ £ (9 (5.64)

Caatare, se va studiaintegralaimproprie de aceasta forma.
Daci functia de integrat definita pe intervalul [a,«] este integrabila pe acest interval si
exista limita:

A
ﬂl{“”wzk (5.65)

atunci [ f(ax=k (5.66)

In acest caz integrala improprie este convergenta. Cand limita nu exista sau este
infinita, atunci integralaimproprie este divergenta.Valoarea lui A se poate lua suficient
de mare pentru ca

<¢ (5.67)

]3 f (x)dx
A

unde & este o constanti pozitiva suficient de mici. Tn acest caz integralaimproprie

© A
[ f(ax= [ f(x)dx (5.68)

integrala ce poate fi calculata cu una dintre metodele studiate Tn paragraful 5.1.
Functiile care pe intervalul de integrare [a,b] au un punct de discontinuitate de speta

intdi cefab] au proprietatea ca:
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f(c—0) = lim f (x) si f(c+0) = lim f (x) (5.69)

X<C X>C

iar f(c)=f(c-0) sau f(c)=f(c—0) si f(c)= f(c+0) sau f(c)=f(c+0).
Tn cazul acestor functii:

b [ b
[ £00dx=[ £,09dx+ [ f,(x)dx (5.70)

unde
f(x) pentru a<x<c
f1(x) = _
f(c-0) pentru x=c

f(x) pentru c<x<b
fo(x) = _
f(x+c) pentru x=c
Daca integrala (5.70) exista, spunem ca integrala improprie este convergenta si
valoarea el poate fi calculata cu gjutorul unei metode studiata n paragraful 5.1.
Functia f(x) are un punct de discontinuitate de speta a doua c <[a,b] daca cel putin

unadin limitele (5.69) are valoareainfinita. Tn acest caz

b c—e b
[ f(ydx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx (5.71)

c+e

C+e

[ (xax

C-¢

unde & poate fi luat suficient de mic astfel ca <& ,&>0

de valoare foarte mica, care reprezinta si eroarea de calcul aintegrale. Integrala (5.71)
poate fi rezolvatd cu una dintre metodele studiate Tn paragraful 5.1. (metoda
dreptunghiului, metoda trapezului, metoda lui Richardson, metoda lui Simpson sau
metoda cuadraturii).

5.5. CALCULUL NUMERIC AL INTEGRALELOR
DUBLE

Pentru simplitate vom considera domeniul de integrare a functiei de doua
variabile un dreptunghi (Fig. 5.5)
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bd
y ] £ (xy)dx =] [ (xy)dxdy
D ac
d (5.72)
reprezinta integrala

dublg din functia de
doua variabilef(x,y).
o Pentru calculul valorii
acestel integrale vom
utiliza formula de
c cubatura atrapezului sau
formula de cubaturd a
lui Simpson care sunt
a i b X prezentate Tn continuare.

Fig.5.5. Reprezentarea grafica a dreptunghiului de
intearare

5.5.1. FORMULA DE CUBATURA A TRAPEZULUI

Se impart in subintervale de lungimi egale intervalele [a,b] si [c,d]

_b-a oy _d-=c (5.73)
n m

si se considera dreptunghiul cu varfurile [xi,yi],[x”l,yi],[x”l,y”l],[xi,y”l],

undex; =a+i-h,y; =c+j-k.

h

Pentru dreptunghiul dat care contine véarful [x;,y; | se calculeaza integrala l,; aplicand
formulatrapezului.

X Vi Xis1 Kk
Iy = | ox [ f(xy)dxdy ~ | {E[f(x,yj)Jr f(x,yj+1)]}dx:
X Yj i

k Xit1 Xii1
- [Hoaydx+ [ f(xy;,)dx|=
% %

k-h
= [FO0y) 00y + Oy )+ (6ea )] (5.74)
Integrala pe intreg dreptunghiul [a,b,c,d] este:
n-1m-1 mn—lm—
DYIELP) (o) + FO) + sy + Torame]  (B79)
1=0]j= 1=0j=

expresie cunoscuta sub numele de formula de cubatura a trapezului.
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5.5.1.1. Algoritmul 5.6. M etoda cubaturii trapezului

{Variabile
a: limita stAnga a intervalului de integrare pe axa Ox, realg;
b: limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Ox, realg;
c: limita stnga a intervalului de integrare pe axa Oy, reald;
d: limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Oy, reald;
n: numarul de subintervale pe axa Ox, intreg;
m: numarul de subintervale pe axa Oy, Tntreg;
h: valoarea lungimii unui subinterval cu diviziunea n, realg;
k: valoarea lungimii unui subinterval cu diviziunea m, reala;
sum: valoarea integralei, real;

{
b-a
calculeazi hzT :

d-c
calculeazi k=—— ;
m

sum=0;
pentrui=1 pana lan-1
pentru j=1 pana lam-1
calculeazi

sum=sumt+ ((h*K)/4)* (f(a+i*h,c+j*k)+f(ati*h,c+(j+ 1)*k) +
+i(at (i+Dhctj*k)+f(at (i+1)h,(+1)*k)
tipareste valoarea integralel sum;
}
1

5.5.1.2. Implementarea algoritmului 5.6

/* Functia care implementeaz: metoda de cubatura a trapezului */
/* Functia Tntoarce integrala unei functii de doud variabile */
double CubaturaTrapez( double (*f)(double,double),
double sx,
double dx,
double sy,
double dy,
int nx,
int ny)
{double suma=0,hk;
inti,};
h=(dx-sx)/nx;
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k=(dy-sy)/ny;

for(i=0;i<=nx-1;i++)

for(j=0;j<=ny-1;j++)

suma+=0.25*h*k* ( f(sx+i*h,sy+j*K)+f(sx+i*h,sy+(j+ 1)*k)+
f(sx+ (i+1)* h,sy+j*K)+f(sxt+ (i+1)*h,sy+(j+1)*K));

return suma;

}

5.5.2. FORMULA LUI SIMPSON DE CUBATURA

Pentru acelasi dreptunghi [a,b,c,d] reprezentat in fig. 5.5 vom aplica formula lui
Simpson de integrare. Vom considera dreptunghiul de integrare cu vérfurile

[% i ]v[xi+lryi ] -[anv Yi+1] -[Xi ) Yi+1] si cu punctul central [x;,; |
Xis1 Yj+1 Xii1 Kk
= [ ] fooday= [ Z[foxy,)+4f(xy))+ f(xy ) fix=
Xi_1Yj-1 Xi-1
kh

=g L Oy Oy + Oy i)+ F ey )+

1Oy 106y )+ Oy + 1 06,ay)]| #1681 (6.y)
(5.76)
Integrala pe Tntreg dreptunghiul [a,b,c,d] este data de formula de cubatura a lui
Smpson:

n=1m-1 n-1m-1

I= ZZIU =9 ZZ{f (%0Yj-) + F60Y-0) + F Oy + T (Kuayj) +

i=0j=0 i=0j=0

000+ T 06y )+ F 00y + T O,y +16 6y (B77)
5.5.2.1. Algoritmul 5.7. Metoda lui Simpson de cubatura

{ Variabile

a: limita stanga a intervalului de integrare pe axa Ox, realg;
b: limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Ox, realg;
c: limita stnga a intervalului de integrare pe axa Oy, reald;
d: limita dreapta a intervalului de integrare pe axa Oy, reald;
n: numarul de subintervale pe axa Ox, ntreg;

m: numarul de subintervale pe axa Oy, intreg;

h: valoarea lungimii unui subinterval cu diviziunea n, realg;
k: valoarea lungimii unui subinterval cu diviziunea m, realg;
sum: valoarea integralei, realg;
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b-a
{ calculeazi h:T

d-c
caculeazs k=——
sum=0; i=1;
repeta
=1
repeta

sum=sumt+ ((h*K)/9)* (f(a+ (i-1)* h,c+ (j-1)*K)+f(a+ (i+ 1)*h,c+(j-1)*k) +
+f(a+ (i-h,c+ (j+1)*k)+4* (f(a+ih,(j+ 1)*k))+
+f(ati*h,c+(j-1)*k)+f(a+ (i-1)*h,c+j*K)+f(a+ (i+ 1)*h,j* k) +
+ 16*f(ati*h,c+j*k))

j=i+2;
panag cand j>m-1,;
i=i+2;
pana cand i>n-1;
tipareste valoarea integralel sum;

}
I_

5.5.2.2. Implementarea algoritmului 5.7

[* Functia care implementeazi metoda lui Smpson de cubatura.
Functia intoarce valoarea integralel duble.*/

double CubaturaSmpson( double (*f)(double,double),

double sx,
double dx,
double sy,
double dy,
int nx,
int ny)

double suma=0,h,k;

inti,;

h=(dx-sx)/nx;

k=(dy-sy)/ny;

for(i=1;i<=nx-1;i+=2)

for(j=1;j<=ny-Lj+=2)

suma+=h*k* ( f(sx+(i-1)* h,sy+ (j-1)*K)+f(sx+ (i+ 1)* h,sy+ (j-1)* k)+
f(sx+(i-1)*hsy+ (j+ 1)* k) +f(sx+ (i+ 1)*h,sy+(+ 1)*K)+
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4*f(sx+i*h,sy+ (j+ 1)* k) +4*f(sx+i*h,sy+ (j-1)* k) +
4*f(sx+ (i-1)* h,sy+j*K)+ 4*f(sx+ (i+ 1)* h,sy+j* k) +
16*f(sx+i*h,sy+j*k))/9;

return suma;

}

5.6. APLICATII

3

X
1+ cos(1+ X)
pentru care se cere integraladela0la 3.
Valoareaintegralel este data in tabelul 5.1

1.Sedi functia f(x)= & (L+snx?)

Tabelul 5.1.
Metoda Numarul de Vaoareaintegralei
subintervale
Dreptunghiul ui 10000 1394.642843
Trapezului 10000 1395.704297
Richardson 5000 si 10000 1395.703984
Simpson 10000 1395.703984
Cuadratura Gauss Grad pol Legendre 1395.7031
n=15
2. Se considera functia de doua variabile:
x2 +y? .
f(xy) =———.exp(1+ x).sin(x+ y+ 2)

1+2xy
Se cere valoareaintegralei din functia data pe domeniul x € [0,2]; y € [0,2].
Vaoareaintegralei este data in tabelul 5.2.

Tabelul 5.2

Metoda Nr. Pct. Pe Ox Nr. Pct. Pe Oy Valoareaintegralei
Cubatura trapezul ui 100 100 -24.730047
Cubatura Simpson 100 100 -24.733155
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INTERPOLAREA*

Interpolarea este una dintre metodele de aproximare a functiilor. Consideram data o
functie sub forma de tabel. Cunoscand valorile functiei Tn anumite puncte pentru care
functia este definita, se pune problema cunoasterii valorilor functiei in alte puncte ale
domeniului de definitie, Tn care functia este necunoscuta. Aceasta problema se punein
cazul reprezentirii grafice afunctiel tabelate sau Tn cazul necesititii cunoasterii val orii
functiei Tntr-un punct n care nu este cunoscuta.

Tn cazul cunoasterii expresiei andlitice afunctiei y = f(x), valorile necunoscute ale
functiel se calculeaza prin introducerea argumentului corespunzator in functie. Daca
Nnu se cunoaste expresia analitica a functiel, se aproximeaza functia cu o alta functie,
care 0 aproximeaza cel mai bine pe primaintre punctele unde dorim valoarea functiei.
Aproximarea functiei date cu o functie liniara sau cu o functie polinomiala de un
anumit grad poate da valori foarte apropiate de valorile functiei.

6.1. INTERPOLAREA POLINOMIALA

Se considera functiadata prin tabelul 6.1:

Tabelul 6.1.
X | x | - X, - %
y Yo Y1 . Y : Yn

Cunoastem valoarea functiei in n+ 1 puncte. Prin n+ 1 puncte se poate duce un polinom
de gradul n, unic determinat.
Fie polinomul:

P.(X)=a,x"+a, X" +..+aX+a,
Conform tabelului 6.1 avem sistemul:
a, X" +an X 4+ 3 Xg + 89 = Yo
aX" +a, %" a +ag = Y

*) Bibliografie: [1],[6].[7],[15].[21].[22]
Acest sistem are n+1 ecuatii cu n+1 necunoscute, ag,a;,a,,...,8n_2,8n1,3y -
Consideram sistemul omogen:
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anX" +a, X" agXg +a9 =0 6.3)

Determinantul sistemului omogen este diferit de zero. Daci determinantul sistemului
ar fi zero, ar insemna ca polinomul de gradul n ar avea n+1 solutii Xy, X;,Xp,.., X,
ceea ce este imposibil. Acest sistem omogen admite numai solutii banale, ca urmare,
determinantul sistemului este diferit de zero. Acest determinant este si determinantul
sistemului (6.2) rezultdnd cid acest sistem este un sistem Cramer cu solutii unic
determinate. Deci, polinomul de grad n este unic determinat. Pentru simplificarea
calculului scriem polinomul sub forma urmatoare;

P.(x) = x" +a, X" .. +ax+a,. (6.4)
El este obtinut din polinomul (6.1) prin Tmpartire cu a,, 1asdnd notatia neschimbata a
coeficientilor dupa impartire.
Consideram urmatoarel e polinoame;

(%) = (X=X )(X = X3)...(X = Xp)

(%) = (X=X )(X = X3)...(X = Xp)

___________________ (6.5)
T (X) = (X=X ) (X = Xq)-..(X = X_1)
Formam polinomul P,(x) sub forma:
P, (x) = bpIT(X) + byIT; (X)+... 4B [Ty +..+b, [T, (X) (6.6)
Trebuie sa determinam coeficientii by, by,...,b,.
bo — Pn(XO) 1b1 — Pn(xl) ,...,bk — Pn(Xk) . bn — Pn(Xn) (67)
l_IO(XO) Hl(xl) l_Ik(xk) 1_[n(xn)
Caurmare,

n

n M & _E(X_Xj ) n n
PO=2RX)— =2y "——=2¥%]]
i-0 IL(x) = 1—[()(1 _Xj) ic0  j=0j4 X —X;
j=0,ji
Polinomul de gradul n care trece prin n+1 puncte date, numit si polinomul de
interpolare a lui Lagrange, are forma:
I:)n (X) = Z yi H
ic0  j=0,j=i % —X|
Expresia polinomului lui Lagrange este functie de coordonatele punctelor cunoscute si
de variabila x. Cu gutorul formulei determinate (6.8) a polinomului, care
aproximeaza o functie, se poate calcula valoarea functiel n orice punct necunoscut
cuprinsintre x, si x,.

6.1.1. EROAREA DE TRUNCHIERE IN INTERPOLAREA
LAGRANJIANA

X=X;

X=X (6.8)
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Eroarea de trunchiere este datd de diferenta dintre functia f(x) de interpolat si
polinomul de interpolare a lui Lagrange.

n nX—X;
er=f(x)-2y Il L= F(x) (6.9)
=0 j=0,j=i Xj = X|
Construim functia
G(X) = (X=X )(X = %) (X = Xp) (6.10)
Cu functiile F(x), (6.9) si G(x), (6.10) formam urmatoarea functie :
H(t) = F(X)G(t) - F(t)G(x) (6.12)
care are proprietatile:
1 H(x)=0 pentruj =0, ...,n, deoarece inlocuind x=x; n formula (6.9)
rezultiF(x;)=0;j=0,2,...,n sl G(x;)=0;j=0,2,...,n;

2. HX)=0
Pe baza teoremei valorii medii rezultd ca exista n+2 puncte &,&,5,....&,, pentru
care derivataH'()=0, H'(&), H (&), H (&), H (&), H (&n1) & €[X0.X,], 1 = 0,001
Continuand aplicarea teoremei valorii medii, se gjunge in final la egalitatea :
HM™Y() =0 unde Xg < E< Xy,
Din (6.11) rezulta:

H (1) = F(x)GM (1) - F™ (1)6(x) = (n+ D! F(x) - £ " (1)6(x)

(6.12)
HD (&) = 0= (n+1)!F(x) - f " (&G()
Sau
f(ml) &

formula ce reprezinta eroarea de trunchiere pentru interpolarea lagranjiana.

6.1.2 EROAREA DE ROTUNJIRE IN INTERPOLAREA
LAGRANJIANA

Consideram polinomul lui Lagrange dat de relatia (6.8) pe care o scriem sub forma:

n-1 n-1 xX— Xj . i
P(x)= > vz unde z = [] sl p= 2 Wiz, P(X) = p, (6.14)
i=0 j=0,=i X — X k=0

Construim graful de procedura pentru calculul erorii de rontunjire a expresiel (6.14)
care reprezintd produsul de ordinul i din expresia polinomului lui Lagrange. In
expresia produsului exista operatii de scadere, Tmpartire si inmultire. Pentru fiecare
nod a grafului unde se realizeaza o operatie aritmetici se da eroarea de rotunjire de tip
simetric. Pentru calculul erorii de rotunjire totale a expresiei polinomului lui Lagrange
se realizeaza un graf de procedura si pentru expresiasumei din (6.14).
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Fig.6.1. Graful de procedura aexpresiel z.

Consideram toate valorile x, i=1,2.. ,n, fara erori si notam cu
7z, k=0..n—%i = 01,..n—1, erorile termenilor produsului. Tn aceste conditii pentru z,
avem eroarea de rotunjire z,=0, deoarece z, initializat este 1 si are eroarea zero.

7y=0

77(227/11_7:‘72 7i31+7zi11

77127/12_7;2"‘7/;2"'7/112"'”8 (6.15)
77:1—1 = 7::.,n—1 - 7i2,n—1 + 7i3,n-1 + 7L,n—1 + ”uin-z
Tn expresia (6.15) lipseste termenul 7! . Din (6.15) rezulta:
. n-1
Ty = 2(71] —72i 173 +7’4j) (6.16)

j=0
i#]

Daca consideram <10 =y undet este mantisa calculatorului si notim cu 7z,
eroarea produsului z, avem

sau pentru z,i=0,1,2,...n-1, avem
m<4n-1)y i=0,1,2,..,n-1 (6.18)

Construim graful de procedura pentru expresia p; .
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n-1
Fig.6.2. Graful de procedura d expresiei p, = ) Y,z
k=0

Se considera eroarea initiala Tn punctul p; nula, erorile de rotunjire in nodurile 5,6 le
notam cu ys;,7¢,i = 01..,n—1 si notdimcu &,i = 01...n—1 erorile termenilor sumei.
%Yo

& = (”o+eo+750)T+7/60
o

Z
81:(”1+91+731)_§:1+51%+761 (6.19)
Z — _
Ena = (ﬂ-n,l + %71 + 7/5,n71) nyn 1 + En- p + 76,n—1
n—1 pnfl

Stim ca z; <4(n-1)y pentru i=0,1,..,n-1 si consideram ca |g|<epentru i=0.1....,n-1.

Tn aceste conditii avem : || <7

n-1 n-1 n-1 n-1
e alPral<[(4n-37 + 3|2yl + Y|n|<[(@n-Iy + S p +7 2|
i=0 i=0 i=0 i=0
n-1

Semai poate face majorarea Y |p|< np,_; si rezulta:
i=0

&1 <2m(2n-1)+en (6.20)
expresie care reprezinta eroarea de rotunjire pentru interpolarea lagranjiana.

6.1.3. PARTICULARIZARI ALE POLINOMULUI LUI LAGRANGE

Daca consideram doua puncte, interpolarea devine liniara

X — Xy X —Xq
= 6.21
y y1X1—X2+y2X2—X1 ( )
Eroarea de trunchiere a interpolarii liniare devine:
f "
:ﬁ(x—xl)(x—xz) X, < &< Xy (6.22)

2!
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si eroarea de rotunjire:

& <12y +2e (6.23)
unde y si e sunt date’in paragraful 6.1.2.
Pentru trei puncte, interpolarea devine patratica.

6.1.4. ALGORITMUL 6.1. POLINOMUL LUI LAGRANGE

{Variabile

n : numarul de puncte cunoscute, intreg ;

x : abscisele punctelor cunoscute, vector ;

y : ordonatele punctelor cunoscute, vector ;

X: punctul in care se calculeazi interpolarea, real ;
i,j : contori, intregi ;

sum: variabila ce refine suma, real ;

prod : variabila cerefine produsul, real ;

{ sum=0;
pentru i=0..n
{ prod=1;
pentruj=0..ndaca j =i atunci
X=X
calculeaza prod = prod= X
A
sum= sum-+ Y, * prod,;
}
Valoarea interpolata este sum;
}.

6.1.5. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.1

/* Functia care implementeazz metoda lui Lagrange de interpolare
Funcyia intoarce valoarea interpolata */
double Lagrange(int n,
double x[],
doubley[],
double point)
L
intij;
double sum=0,prod;
for(i=0;i<=n;i++)

{
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prod=1;
for(j=0;j<=n;j++)if(j!=i)prod*=(point-x[j1)/(X[1]1-X[j]);
sum+=y[i] *prod;

}

return sum;

}

6.2. POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA
TNTAI AL LUI NEWTON

Acest polinom de interpolare se exprima functie de diferentele finite. Fie
f:[a,b] > R si reteaua x,x,,Xs,..., X, Cu pasul constant h.

Definitia6.1. Se numeste diferenta finita de ordinul inta expresia:

Af(x) = f(x+h)— f(x) (6.24)
unde h este pasul constant, iar diferentafinita de ordinul n expresia:
A"F(x) = A(A™ ()] (6.25)

Diferentele finite au urmatoarel e proprietati :
1. Operatorul diferenta finita este liniar :

Acy fy + ¢y f5) = AT, +CyAT, (6.26)
2. Diferentafinita de ordinul n secalculeaza cu formula:
A" F(x) = kio(_l)kcnkf(x+(n_k)h) (6.27)
3. Diferentele finite mai pot fi obtinute si cu ajutorul tabelului 6.2
Tabelul 6.2
% Yi Ay, A%y, Ay, Aty, Ay, Y
Xo Yo Ayp
Xy Y1 Ay, Ay, Ay,
X Y2 Ay, Ay, Ay, Ay, Ay,
X3 Y3 Ay, Ay, Ay, Aty Ay, A%y,
X4 Ya Ay, Ay, Ay, Ay,
X5 Ys Ays A%y,
X6 Yo

Definitia 6.2. Se numeste putere generalizata de ordinul nalui x expresia
X" = X(x = h)(x - 2h)...(x —(n- 1)h) (6.28)
Pentru h=0 puterea generalizati coincide cu puterea obisnuita.
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1. Diferentafinitd a puterii generalizate este:

AxI" = phx( (6.29)
2. Diferentafinita de ordinul k a puterii generalizate este:
A*XI = n(n-1)(n-2)...(n—k+1)x["™ (6.30)

Fie functia tabelata datd in tabelul (6.1), unde reteaua X, X, Xy, Xg,-.-, X, €St€ CU

pasul constant h.
Prin cele n+1 puncte trece un polinom de gradul n pe care il cautam sub forma

Ri(X) = Co + Cy(x = %) + Cy(x = x0) .+ G (x = o)™ (6.31)
unde (x=x) = (x=x)(X=%)ee(X=%_4) , i=1,2,..n
si coeficientii C,,C,,...,C, sunt necunoscute pe care le vom calcula. Se observa ca
R0 =Y =G (6.32)
Calculam diferentafinita de ordinul ntéi :
AR, (X) = Cih+ 2C,h(x — Xg) .. 4nC, h(x — x)" ¥ (6.33)
Facand substitutia x = x, rezulta  AR,(%,) = C1th.
AR,
Se poate calcula = ;l—(hxo) (6.34)
Se continua calculul diferentelor finite Tn punctul x, si se observa ca :
AP (x
‘ =$, A*P,(xo) = A%yo, k=0,1,2, ... (6.35)

Tindnd cont de formulele de calcul ale coeficientilor, polinomul lui Newton de
interpolare de spetaintéi poate fi scris astfel:

2 n
Pa(Xo) = Yo +%(x— xo)[l] +%(x— xo)[z] +---+%(x— xo)[n] (6.36)
Deoarece in calculul coeficientilor s-au utilizat diferentele finite la dreapta
(tabelul 6.2), polinomul poartd denumirea de polinom a lui Newton de interpolare de
spetaintéi.

6.2.1. ALGORITMUL 6.2. NEWTON 1

{Variabile

n:numarul de puncte cunoscute, Tntreg;

h:pasul constant Tntre abscisele cunoscute, real;
y:ordonatel e punctelor, vector;

xp:abscisa punctului Tn care se face interpolares;
Xo-abscisa primului punct cunoscut, real ;
sum:variabila ce refine sumele paryiale, real;
prod:variabila cerefine produsele, real;

i, j:contoare, intregi;

{ sum=yo;

prod=1;

pentrui=1..n

{pentru j=0...n-i
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calculeazi yi=Y;+1-Y,
- 1,1
prod = prod* (x, - (x, + (1 ~2)* h))*++
[
Sum= sumtyo*prod;  }
valoarea interpolata este sum;

}}
6.2.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.2
/* Funcfia care implementeazi metoda de interpolare a [ui Newton

de spera intéia.
Funcyia intoar ce val oarea interpolata

*/

double Newtoni(int n,
double vi,
double pas,
doubley[],
double point)

{

double sum=y[0],,prod=1,

inti,j;

for(i=1i<=n;i++)

{

for(j=0;j<=n-i;j++)Y(j]=y[j+ 1] -¥i];
prod* = (point-(vi+ (i-1)* pas))/(i* pas);
sunt=y[ 0] * prod;

return sum;

}

6.3. POLINOMUL DE INTERPOLARE DE SPETA A
DOUA AL LUI NEWTON

Pentru functia data in tabelul 6.1 se cauta un polinom de gradul n care trece prin
cele n+1 puncte, sub forma:

Ri(®) = Co + Cu(X = %) + Co(X = X )(X = X )+t Co (X = X )(X = X g)(X = %) (6.37)
Polinomul mai poate fi scrissi functie de puterea generalizata astfel

Ry(X) = Co + Cu(x =X + Co(x =Xy )+ Cy(x = X _)T 4.4 G (x = )™ (6.38)
Se observa ca P.(%,) =¥, =Cy (6.39)
Calculam diferentafinita de ordinul Tntéi
AR,(X) = Cth+ 2Ch(x = X,_1)M + 3Ch(x = X, )&+ 4nC h(x — x, )" (6.40)
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Aynfl

1Uh
Continuand calculele diferentelor finite Tn punctele x,_,,X,_g,-.-,X,_, pentru rangul k
rezultd formulade calcul al coeficientului C :

A(k) Yn-k
C = T (6.41)
Substituind k= 022,..,n in formula (6.41) se obtin coeficientii polinomului. Tinand

cont de formula (6.41) polinomul de gradul n (6.38) poate fi scris sub forma:
v a1 DY, ) Ao o (642
P )= ot (o 1 BV xS (o (642)
Acest polinom este numit polinomul lui Newton de interpolare de spefa a doua
deoarece s-au utilizat diferentele finite la stnga (tabelul 6.2). Daca punctul de
aproximare afunctiei se giaseste in apropierealui x,, serecomanda utilizarea metodel
se speta a doua deoarece da erori mai mici.

AP (X,,)=Ay,, =C/2h pentru x=x,_; sirezulta C, =

6.3.1. ALGORITMUL 6.3. NEWTON 2

{Variabile

n:numarul de puncte cunoscute, intreg;

h:pasul constant Tntre abscisele cunoscute, real;
y:ordonatele punctelor, vector;

xp:abscisa punctului in care se face interpolarea;
Xy :abscisa maxima a punctelor cunoscute, real ;
sum:variabila ce refine sumele parriale, real;
prod:variabila cerefine produsele, real;

i, j:contoare, intregi;

{ sum=yn;
prod=1;
pentrui=1..n
{pentru j=n...i

calculeazd yi=Y;-Yj1

. 1.1
prod = prod * (xp —(xn —(i-1* h))* F* i_;
Sum=sum+y,* prod;
}
valoarea interpolata este sum;
}
}.

6.3.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.4

/* Functia care implementeazz metoda de interpolare a lui Newton
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de spera a doua.
Funcria intoar ce val oarea interpolata
*/
double Newton2(int n,
double vi,
double pas,
doubley[],
double paint)
{
double sum,prod,vf;
inti,j;
vf=vi+n*pas,

sum=y[n] ;prod=1;
for(i=1i<=n;i++)
{
for(j=m;j>=1;j--){i1=ylil-¥li-1l;
prod* = (point-(vf-(i-1)* pas))/(i* pas);
sum+=y[n]*prod;
}

return sum;

}

6.4. POLINOMUL LUI NEWTON DE INTERPOLARE CU
DIFERENTE DIVIZATE

Fie functia f(x) data sub forma celel prezentate in tabelul (6.1) unde reteaua
X1 X4, Xg,--, X, din domeniul de definitie al functiei nu are pas constant.
Definitia 6.3. Se numeste diferenya divizata de ordinul k+i afunctiei f expresia:
f(xiyxi+1"--’xi+k)_ f(xi—llxiy--'lxnk—l)

f(xi—lv Xis Xisdreeo Xik ) = X X (6.43)
i+k = X1

Se determina polinomul de gradul n, de forma:

Ra(X) = o+ Ci(X— %) + Co(X = Xo)(X = X0 )+..4+Cy (X = X) (X = X)...(X — X 1) (6.44)
cunoscand n+1 puncte (x;,Y;), i=0, ...,n, care verifica polinomul.
Seobserva ca P,(xy) = Yo = Co-
Calculam diferenta divizata de ordinul ntd pentru polinomul P,(x) si se facex=x
P(X0, %) =G
Calculand Tn continuare, se determina diferenta divizata de ordinul k si luand pe
x = x, Seobtine valoarea coeficientului G :

Cy = P, (X0, X, X000 %), k=0, 1, ...,n. (6.45)
Tinand cont de formula (6.45), polinomul (6.44) se scrie sub forma:
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Ra(X) = Yo + Ba(Xo, X)) (X = Xg) + B (X0, X0, X2 )(X = X )(X = X ) +...
+ B (X010 X0 ) (X = X0) (X = %) o.(X = Xy 1)
unde fiecare diferenta divizatd se calculeaza cu gjutorul formulei (6.43). Polinomul
obtinut (6.46) poarta numele de polinomul lui Newton de interpolare cu diferense
divizate.

(6.46)

6.4.1. ALGORITMUL 6.4. NEWTON 3

{Variabile

n: numdarul de puncte date ale funcriei, ntreg ;

x . abscisele punctelor date, vector ;

y : ordonatele punctelor date, vector ;

X : punctul Tn care se interpoleazi funcria, real ;
i,j : contoare, intregi ;

sum: variabila cerefine sumele parriale, real ;
prod : variabila ce refine produsele parfiale, real ;

{ sum=yy;

prod=1;

pentrui=1..n

- ; . Yia—VYj,
pentruj=0..n-i  calculeazi y; = ———;
Xjsi = Xj

prod= prod* (X -x.1);
SUM=sumtyo* prod;

}

valoarea interpolata este sum;

}

6.4.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.4

/* Functia care implementeazz metoda de interpolare a lui Newton
cu diferenze divizate.
Functia intoarce valorea interpolata.

*/
double NewtonDD(int n,
double x[],
doubley(],
double point)
L
inti,};

double sum,prod;
sum=y[ 0] ;prod=1;
for(i=1;i<=n;i++)
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{
for(j=0;j<=n-i;j++)y[jl =(Yli+ 1] -y[i] )/ (X[j+i]-X{]]);
prod*=(point-x[i-1]);
sunt=y[ 0] * prod;
}

return sum;

}

6.5. METODA LUI AITKEN DE INTERPOLARE

Metoda lui Aitken de interpolare di acelasi rezultat ca si metoda lui Lagrange de
interpolare doar ci prin aceastd metodd nu se determina un polinom, ci se realizeazi
mai multe interpolari liniare. Cu fiecare interpolare, numarul punctelor ramase se
micsoreaza cu o unitate, iar functia ce trece prin doua puncte de la etapa curenta
creste Tn grad, astfel ca in final, daca sunt date n+1 puncte, se obtine o functie de
gradul n.

Consideram functia data Tn tabelul 6.1

Tabelul 6.3
X y
Xo Yo
X1 Y1 Yo1
Xa Y2 Yoz Yo12
X3 Y3 Yo3 Yo13 Yo123
X4 Ya Yo4 Yo14 Yo124 -
Xn Yn Yon Yoin Yo12n - Y0123.n
Xj —X X — .
Yoj =——— Yo+ X Y j=1,2,3,..,n
Xj; —Xo X —Xo
X —X X =% ..
Yoii = ! Yo + Yoi =2, 3,..,n (6.47)
X -x X =%
X, —X X—X
Yo12..n X — X, y012...(n—2)(n—1) X — X, y012...(n—2)n

Vaoareainterpolatid afunctiei tabelate in punctul X este yoio. . -

6.5.1. ALGORITMUL 6.5.METODA LUI AITKEN

{Variabile
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n : numarul de puncte date ale functiei, intreg ;
x :abscisele punctelor date, vector ;

y : ordonatele punctelor date, vector ;

Xp: punctul n care seinterpoleaz: functia, real ;
i,j : contoare, intregi ;

{
pentrui=1...n
pentru j=i...n
calculeaza
Xp = Xi Xp = X1
Yj =Ygy
Xi—l_xj XJ _Xi71
! _
valoarea interpolata este y, ;
}

6.5.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.5

/* Functia care implementeaz: metoda lui Aitken de interpolare
Functia Tntoarce valoarea interpolata */
double Aitken(int n,
doubleX[],
doubley[],
double point)
.
intij;
for(i=1;i<=n;i++)
for(j=i;j<=n;j++)
yLT=yli-1]* (point-x[j])/(x[i-1] -x[j1)+ [j]* (point-x[i-1] )/(x[j] -X[i-1]);
returny[nl;
}

6.6. INTERPOLAREA CU FUNCTII SPLINE

Cuvantul splin provine din engleza si Tnseamna o rigla elastica de care daca se
agata greutati poate fi facuta sa treaca prin diferite puncte dorite, cuprinse ntre
capeteleriglei.

Consideram data o functie tabelata, reprezentata in tabelul 6.4.
Tabelul 6.4

X Xq Xy X3 - X,

y Vi Y2 Y3 Yn
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Consideram x, = asi x, =b, [a,b] fiind intervalul de definitie a functiei f, iar
abscisele X;,%,,...,.X, 0diviziune A aintervaului de definitie. Valorile functiel sunt
yi = f(x), i=12..,n (6.49)
Definitia 6.4. Se numeste functie spline de ordinul nrelativ la diviziunea A
aintervalului [a,b] o functie S:[a,b] > R declasi C™'[a,b] ale cirei restrictii S(X)
pefiecareinterva [x,x;.,,] a diviziunii sunt polinoame de ordinul m, adica:
S(X)=P(x), daci xe[x,%,], i=12..,(n1) (6.50)
Functia (x) este neteda pe portiuni deoarece are primele (m-1) derivate continue pe
[a,b], iar derivata de ordinul m este discontinua in x , i =1,2,...,n. Gradul de netezire
al functiei este m. Restrictiile functiei sunt polinoamele:
S()=AX"+ BX™ + Cx™+ Ex™ + .. +R (6.51)
daca, x e[x,% 4], i =1,2,...,(n-1)
Aceste functii sunt derivabile pana la (m-1) si sunt continue impreuna cu derivatele.
Derivatade ordinul (m-1) alui S(X) peintervalul [x;,x.,] este o functie liniara si trece
prin punctele(x,D;) si (X,;,D;.;) unde, D, = S™Y(x) i=1,2,...,n.
Rezulta ecuatia liniara:
Dija(X=Xi) + Dj (Xi,1 — X)

S™(x) = m (6.52)
unde h=X.1-% , 1=12,...,(n-1)
Integrand de m-1 ori relatia (6.52) se obtine:

2 2
S(HPZ) (X) = Di+l(x_ Xi) 2;].Di (Xi+1 - X) +Cy (653)
_ 3 _ 3
S,(m%)(x) _ D, (X=X 6; D, (X, —X) +Cyx+C, (6.54)
o D)™ (D™ 04, - X)™ D Gx™ Gx™
S = (n-Dih + 3 + -2 +.4C g (6.55)
D (= X) "+ ()™ (X, 0™ D Cyx™? Cyx™?

S§(X) = nih 21 (-3 +.4Cp2iX+Cpy; (6.56)

Pentru ntreg intervalul [a,b] rezulta un sistem liniar pundnd conditia ca S(%)=Y; ,
i=1,2,..,n si continuitatea celor (m-1) ecuatii in toate punctele x; . Tn extremele x, si
X, Se scrie polinomul lui Lagrange, il derivam pana la m-1 si aflam corespunzator
valorile derivatelor In x; si x,. Rezulta necunoscutele:

Di, Di+1, Cii,..., Cmai pentru fiecare interval. Tn acest caz sunt n+(m-1)+ (n-1)
necunoscute si n+(m1)+(n-1) ecuatii. Sistemul fiind liniar se rezolva cu una din
metodele de la capitolul 3.

Algoritmul si programul s-au realizat pentru restrictiile § polinoame de gradul 3.
Tn acest caz:
S()=AxC + B¢ + Cx + E (6.57)
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Dy.1(Xx=%)+D; (X, — %)

S” X —
 (X) h
’ D, 1(X_X‘)2_D'(Xi 1_X)2
X — 1+ 1 I =+ + C )
S 2n 1
S (X) — Di+l(x X|) = DI (X|+l X) + CliX+ C2i (658)
i
Din S(x;)=y; si S(Xi.1) = yi,q rezulta:
Yir =¥ D — D
= - h
Qll hl 6 1
C, = Xi1Yi };Xi Yiaa _ Dixi+1; Di.1Xi h
i
Din identificarearelatiilor (6.57) si (6.58) rezulta :
D.,-D . DiXiy = DisaXi
— i+ i ; B=—"— "= 659
A e . oh (6.59)
C - DyaX? ~ Dixis G Vi Diy —Di h
2h, h 6
E = X Di = X Dig LY T YiaXi DiXis1 — DiaX h (6.60)
Din continuitatea primei derivate in punctul x,, S (%) = S(x) rezulta:
haDj  +2(h; +h;)D, +h D,y = ( yi+1h_ LI | - yi-lje (6.61)
i i-1
Considerand derivatele de ordinul intéi n punctele x;si x, egale cu:
y] = YZ_yl_YS_y2+y3_Y1 (662)
X=X Xg=Xp Xg—X
respectiv
yr'1 __ Y1~ Yn2 + Yn— Yna + Yn~ Yn2 (663)

Xn-1— Xp_2 Xp = Xpa Xn = Xn_2
rezulta sistemul tridiagonal inD; i =123,...,n
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2h D, +h D, = 6()/2;1)/1 - Yi]
h,Dy +2(hy +hy)D, woszs(w—ys_w—yzj

hs hs

h_iDii +2(h_ +h)D +h Dy = 6( yiﬂh_ oo —th+1j (6.64)

Yn—Y Y1~ Y
Ry 2Dy o +2(My 2 + 1y 1)Dp g +hy 4Dy = 6( Lol mzj
hml hml

M aDng +20, 4Dy = 6[){,/1 - yn_yn—lj

h
unde yi' si y, sunt date de expresiile (6.62), respectiv (6.63) .
Din sistemul (6.64) rezultad vaorile lui D; , i =1,2,...,n. Din (6.59) rezulta

coeficientii restrictiilor pe fiecare interval, restrictii care aproximeaza functia data.
Dacd se da X 1n care trebuie calculata functia, se stabileste intervalul in care se
géseste X si secalculeaza valoarearestrictiel functiei pe acest interval in punctul X .

6.6.1. ALGORITMUL 6.6. FUNCTII SPLINE

{ Variabile

n : numarul de puncte date ale functiei, intreg ;

x :abscisele punctelor date, vector ;

y : ordonatele punctelor date, vector ;

Xp: punctul n care seinterpoleaz: functia, real ;

A,B,C: vectorii elementelor diagonale ale sistemului tridiagonal;
TL:vectorul termenilor liberi al sistemului tridiagonal;

h:vectorul pasilor punctelor pe abscisg;

S vectorul soluiilor sistemului tridiagonal;

derx1:derivata in punctul x1, real;

derx2:derivata in punctul x2, real;

num:variabila ce da numdarul intervalului Tn care se gaseste xp, ntreg;
valint:variabila ce refine valoarea polinomului de gradul trei in punctul
Xp, real;

i,j : contoare, intregi;

{ pentrui = 1 pana lan-1

calculeaza h; = xi,1 — X;;

Yo=¥1 Y3~ V¥2 Y3~ V1.

calculeaza derxi= :
Xo—=Xp  X3—Xp Xz3—X
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Y1~ VYn2 Yn— Vo1 Yn—VYn2 .

’

calculeaza derxn=

Xn-1 = Xn-2 Xn = Xp1 Xn = Xp-2
construieste sistemul tridiagonal

2.hy.Dy + h.Dy + 0.0y + — - — - +0.D, = 6 % _ derx)
0.D. + Y32 Yoo N
.D; +h.D, +2(h, + h,)D, + D3+ 0Dy + ——————— +0D, =6—F—=-——=)
h, h,
0.0, + 0.0, + 0.0 4 — — ————————— +h, 4D,y +2h, 1D, = 6(derxn— % )
n-1

Rezolva sistemul conform algoritmului (3.8) din capitolul 3.
Calculeazz S=Tridiagonal (A,B.C.TL);
/* Se cauta intervalul care congine punctul de interpolare*/
i=1
repeta
i=i+1;
pana cand xp<xs[i];
Cu formulele (6.59) calculeazi valorile A, B;,C;,E; pentrui gasit;
calculeazi val int= Ag.xp® + Be.xp? + Co.xp+ Eg ;

tipareste valint

6.6.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.6

/* Functia care implementeaza interpolarea prin funcii spline cubice
Functia Tntoarce

1 daca se gaseste valoarea ;

0 daca sistemul tridiagonal nu se poate rezolva;

2 daca valoarea de interpolat nu se aflg Tn interval;

*/

int SPLINE(int ord,
double xi[],
doubleyi[],
double point,
double *valoare

)

{
static double a] NrMax] ,b[ NrMax] ,c[ NrMax] ,d[NrMax] ,der 2[ NrMax] ;
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inti,cod,loc;
double d1,d2;
if( (point<xi[ 1] )||(point>xi[ord]) )return 2;
/*Pregatesc sistemul tridiagonal pentru aflarea derivatei a doua */
/*Calculez prima derivata in capete */
d1=(yi[2]-yi[1])/(a[2]-xi[1])-(yi[3]-yi[ 2])/ ([ 3] -xi[ 2] )+ (yi[ 3] -yi[ 1])
I(xi[3]-xi[1]);
d2=-(yi[ord-1]-yi[ord-2])/(xi[ ord-1] -xi[ ord-2] )+ (yi[ ord] -yi[ ord-1] )
[(xi[ord] -xi[ord-1])+ (yi[ ord] -yi[ ord-2] )/(xi[ ord] -xi[ ord-2] );
/*Calculez coeficienyii primei linii */
a[1]=0;
b[1]=2*(xi[2]-xi[1]);
c[1]=xi[2]-xi[1];
d[1]=6*((yi[2]-yi[1])/(xi[ 2] -xi[ 1] )-d1);
/*Calculez coeficienyii liniilor 2...ord-1*/
for(i=2;i<=ord-1;i++)
{
ali]=xi[i]-xi[i-1];
b[i]=2*(xi[i+1] -xi[i-1]);
cli]=xi[i+1]-xi[i];
d[i]=6*( (yi[i+1]-yi[i])/(ali+1]-xi[i])-(yi[i] -yi[i-1])
I(xi[i]-xi[i-1]) );
}

[* Calculez coeficienyii ultimei linii */
alord]=xi[ord]-xi[ ord-1];
b[ ord] =2* (xi[ ord] -xi[ ord-1]);
c[ord]=0;
d[ ord] =6* (d2-(yi[ ord] -yi[ ord-1])/(xi[ ord] -xi[ ord-1]));
cod=SolveTridi(ord,a,b,c,d,der2);
if(cod==0)return 0;
/*Calculez coeficienyii functiilor Spline locale
Utilizez aceleasi variabile ca pentru sistemul tridiagonal */
for(i=1;i<=ord-1;i++)

ali]=(der2[i+1]-der2[i])/( 6* (xi[i+1]-xi[i]));
bli]=(der2[i]*xi[i+1]-der2[i+ 1] *xi[i])/(2* (xi[i+ 1] -xi[i]));
cli]=(der2[i+ 1] *pow(xi[i] ,2)-der2[i] * pow(xi[i+1],2) )
1(2* (afi+1]-xd[i]))+ (yi[i+1] -yi[i])
[(d[i+1]-xi[i])-a[i] * pow(xi[i+ 1] -xi[i] ,2);
d[i]=(der2[i]* pow(xi[i+ 1] ,3)-der2[i+ 1] * pow(xi[i],3))
[(6* (xi[i+ 1] -xi[i]))+ (yi[i]*xi[i+ 2] -yi[i+1]*xi[i])
{(a[i+1]-xi[i])-b[i]* pow( ( xi[i+1]-xi[i]),2)/3;

/*Localizez valoarea de interpolat pentru a afla ce functiefi aplic */
loc=1;
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while (point<xi[loc]) loct+;
*val oare=a[loc] * pow(point,3)+ b[ loc] * pow(point,2)+c[loc] * point+d[loc] ;
returni;

}

6.7. INTERPOLAREA FUNCTIILOR PERIODICE

Se considera functia periodica f:[a,b] > R cu proprietatea ca f(a)= f(b) unde
T=bh-a esteperioadafunctiei.

Experimental s-au obtinut n valori ale functiei pe perioada [a,b] prezentate in
tabelul 6.5 si se cere o valoare a functiei f Tntr-un punct x, e[a,b], darx, # x,
i=12,...,Nn.

Tabelul 6.5
X X =a Xy X3 ---- Xon =D

y Y1 Y2 Y3 - Yon

Pentru determinarea acestei valori se determina un polinom de interpolare a
functiei periodice.
Definitia 6.5. Se numeste sistem fundamental de functii periodice sirul de functii ¢,
i=0,1,2,...,n definite pe [a,b], daci: sunt continue, liniar independente pe [a,b],
o(a) = p(b) pentru orice i =1,2,...,n, iar functia

n
HO=Yag cu TaZ>0 (6.65)
i=0 i=0
are cel mult nradacini pe [a,b] .
Se face transformarea t:w pentru a transforma intervalul [a,b] Tn

intervalul [0,2x]. Tn acest caz se considera sistemul de functii periodice fundamental
pe [a,b] .

1, cosx, sSinx, cos 2x, Sin 2X, ..., COS NX, Sin NX (6.66)
Propozitia 1: Fie functia periodicd f: [0,2r]>R si punctele (x;, f(x)), i=0,1,...,n
unde x; €[o.2z], x; # X; . Atunci polinomul de interpolare afunctiei date este:

sn
L =S 0T 2 (6.67)
=2 TOOI T
i=0 =0 o % _Xj
j= SN 5

Se observa o0 anaogie ntre polinomul de interpolare al lui Lagrange si polinomul
deinterpolare afunctiilor periodice (6.67).

6.7.1. ALGORITMUL 6.7. FUNCTII PERIODICE

{Variabile



Interpolarea

143

. limita stdnga a intervalului, real ;

: limita dreapta aintervalului, real ;

: numgarul de valori cunoscute ale funcyiel, intreg ;
: abscisele punctelor cunoscute, vector ;

: ordonatele punctelor cunoscute, vector ;

: punctul de interpolare a functie, real;

i, : contoare, Intregi ;

sum: variabila pentru a refine sumele, real;

prod : variabila pentru a refine produsele, real ;

XI<><30—QJ

T
T=——;
{ b_a’
sum=0;
pentru i=0,1,...,n
{prod=1,
pentru j=0,1,...,n daca j#A atunci
sin[T*(x— X; )]
calculeaza  prod = prod* ————— ;
sin[T*(xi - X )]
calculeaza  sum=sumty; #prod;
}
valoarea interpolata este sum
}
}

6.7.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.7

/* Functia care implementeaz: metoda de interpolare a funcyiilor
periodice.
Funcria Tntoarce valoarea interpolata */
double IFPer(int n,

double x[],
doubley[],
double T,
double point)
.
intij;

double sum=0,prod;

for(i=0;i<=n;i++)
{
prod=1,
for(j=0;j<=n;j++)
if(j!=i)prod*=sin( pi* (point-x[j])/T )/sin (pi* (X[i]-x[j])/T);
sum+=y[i]*prod;



144 Metode numerice Tn electronica

}

return sum;

}

6.8. INTERPOLAREA FUNCTIILOR DE MAI MULTE
VARIABILE

Vom considera o functie de doua variabile: f : E>R  unde EcR?  de forma
f =g(x,y). Se considerd urmatoarele puncte cunoscute (x, y;, f(x.y;)) pentru
i=0L2,..,n si j=01..,n.
Se pune problema determinarii unui polinom de gradul n care si satisfacad conditiile
P,(%,Y;) = f(x,y;) cu i,j=012,..,n.Fiepolinomul degrad nin doua variabile:
P(XY) = 8go + @1pX + 8gY + By XY+ AaypXy" (6.68)

Coeficientii polinomului pot fi pusi sub forma matriceala astfel:

) Qo1 dpz g3 - Qo) Aon

8o an Qp &3 . A 0

__________________________ (6.69)

A(n-2)0 (n-2)1 &(n-2)2 O 0

n-1o dnap O 0

a, O 0 0 .. 0

. L . n+1)(n+2 .

Pentru determinarea acestor coeficienti avem nevoie de (n+n+2) ecuatii.

Aceste ecuatii le putem obtine numai din punctele date (x;,y;, f(x,y;)) caretrebuie
(n+H(n+2)
—

Ca urmare, punctele in care se cunoaste functia este necesar si se dea sub forma
triunghiulara:

si fie tot Tn numar de

(Xo+ Yo) (Xo: Y1) (XO,Y2) (Xo:yn)

(X1, Yo) (X0, y1) (%,y2) .. 0
———————————————————————————— (6.70)
(Xn-1, Yo) (Xn—ll yl) 0

(Xns Yo) 0 0 0



Interpolarea 145

Tn acest caz punctele nu sunt asezate pe o curbi de gradul n ceea ce conduce la un
determinant A0 , deci la o determinare unica a coeficientilor polinomului (6.68). Se
cauta un polinom de gradul n sub forma:

Pa(X,y) =gy +ay(X - Xo)[l]+301(y YO)l+a20(X X0)2]+
+311(X_X0)[1](y_y0) +aoz(y yo) +. +a0n(y yO) (6-71)

Aplicam diferentele finite pentru functiile de doua variabile:
HJ T (%0, ¥o) = A N JP (X0, Yo) = &;h’ kit j (6.72)

Tinand cont de formula (6.72) In expresia (6.71) rezulta:

IH i T (X0, Yo)

hk inj!

Introducénd coeficientii calculati Tn expresia polinomului (6.71) rezulta polinomul de
interpolare pentru functii de doua variabile:

n AIH f(Xo,Yo)

- Xy’ [1] [1]
F’n(x.y)—!g0 NIRFINY (X=%)" (Y= Yo) (6.73)
i+j<n

Formula se poate extinde la functii multidimensionale, dar trebuie sa fim atenti la
modul de selectie a punctelor Tn care se alege functia pentru a putea fi posibil calculul
coeficientilor polinomului de interpolare.

In aplicatii se utilizeaza des pentru interpolarea functiilor de doua variabile,
polinomul lui Lagrange extins. Consideram (n+1)(m+1) puncte distincte in care este
data functia f(x,y;),i = 01...,n;j = 01,...,n._Se cauta polinomul p(x,y) de grad cel mult

nin x simin y astfel ca P(x,y,)=f(x,y,),i=01...,n j=012,.,m Polinomul
lui Lagrange pentru doua variabile are forma:

X=X
Lixy) =33 (%, y,)H By (6.74)
i=0j=0 léo| Xkl;oy] Yk
#i #]

Pentru acest polinom sunt prezentate in continuare agoritmul si implementarea
algoritmului Tn limbaj C.

6.8.1. ALGORITMUL 6.8. FUNCTII DE DOUA VARIABILE

{Variabile

n,m:intregi,numdarul de puncte pe Ox si Oy ;
x:vectorul coordonatelor punctelor pe Ox;
y:vectorul coordonatelor punctelor pey;



146 Metode numerice in electronica

zmatricea valorilor funcriei;

pcx: coordonata pe Ox a punctului de interpolare;
pcy: coordonata pe Oy a punctului de interpolare;
i.j,k:intregi,contori;

prodx,prody: produse parriale;

valoare:sume parriale;

{
valoare=0;
pentrui=0lan
{
prodx=1,;
pentru k=0 la n daca k=i
calculeaza prodx=(pcx-x[K])/(X[i]-x[K]);
pentruj=0lam
{
prody=1;
pentru k=0 lam daca k=
calculeaza prody=(pcy-y[ K] )/(Y[i]-y[K]);
calculeaza valoare=Z(i,j)* prodx* prody;
}
}
funcria in punctul de interpolare este valoare;
}

6.8.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 6.8

double Lagrange2(int n, int m,

double x[],
doubley[],
double Z1[NMAX],
double pex,
double pcy
)
{
inti,j,k;
double prodx,prody,valoare;
valoare=0;
for(i=0;i<=n;i++)
{
prodx=1,;

for (k=0; k< = n: k+ +)if(KI =i)
prodx* = (pex-x[ K] )/(x[i] -x[K] );
for(j=0;j<=m;j++)
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6.9. APLICATII

}
}

return valoare;

}

prody=1;

for(k=0;k<=m;k++)
if(kl=j)

prody* = (pcy-y[ K] )/(Y[i]-yIK]);
valoare+=Z7i][j]* prodx* prody;

1. Se considera datele experimentale obtinute pentru caracteristica rezistentei
termice jonctiune termica R; [°C/W] functie de lungimea terminalului I[inch],

pentru o dioda Zener prezentate in tabelul urmator:

Tabelul 6.6
|
linc] | 0 |01 | 02)] 03|04 05|06 |07 |08 |09
Rit
[oCw] | 70 | 140 | 175 | 200 | 225 | 250 | 265 | 280 | 290 | 300

Se cere s se determine puncte intre valorile date pentru o reprezentare grafica cat mai

precisa.

S-a determinat valoarea functiei pentru

cu metoda lui Lagrange

cu metoda lui Newton de speta intéi
cu metoda lui Newton de spetaadoua 238.3783 °C/W;
238.3757 °C/W;

cu metoda lui Aitken

[=0.45 inch. S-au obtinut pentru rezistenta
termica jonctiune terminal urmatoarele valori:
238.3757 °C/W;
238.3770 °C/W;
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METODE DE OPTIMIZARE*

Metodele de optimizare se clasifica, in raport cu problema care se pune pentru
functiatinta sau scop, astfel:

1. Metode ce determina expresia analitica afunctiel, care aproximeazi cel mai bine
o functie tabelata datad prin puncte;

2. Metode ce determina diferiti parametri ai functiei scop (tintd), pentru a obtine un
extrem al functiei.

7.1. METODA CELOR MAI MICI PATRATE

Presupunem ca avem o functie definita printr-un tabel de valori. Daca tabelul este
obtinut Tn urma unor masuratori fizice, atunci elementele lui pot avea erori. Elementele
care difera mult de celelalte pot fi eliminate. Problema care se pune este si
determinam functia analitica care aproximeaza cel mai bine datele din tabel sau curba
care trece prin punctele tabelului.

Consideram ca functia tabelati poate fi aproximata cu functia: y= f(x).
Deoarece functia tabelatd este cunoscuta numai in anumite puncte, Th numar de m, in
aceste puncte avem urmatoarel e erori:

eizyl—y_lzyl—f(xl)
92ZY2—Y_2ZY2—f(X2)

(7.2)

€m = ym_y_m: Ym— f(xm)
care ar putea fi calculate daci am cunoaste functia y= f(x).
Pentru determinarea functiei, vom anticipa intai o functie care sa se asemene foarte
mult cu curba redizatd cu punctele tabelului. Aceasta functie poate fi: liniara,
hiperbolica, logaritmica, exponential geometrica, trigonometrica etc.
Al doilea pas este determinarea functiei din conditiile ca suma abaterilor:

Bibliografie: [7], [14],[15],[20]

e=

s

(vi-i) (7.2)

1
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sa fie minima.

Tn cazul unei drepte data prin douid puncte, abaterea (7.2) este nuld pentru toate
dreptele ce trec prin mijlocul segmentului format de cele doua puncte. Ca urmare
problema nu este unic determinati. Aceasti problema se eimini daci consideram
valoarea absoluta a erorilor:

d=2Jy )| (7.28)

Inconvenientul Tn cazul formulei (7.2a) 1l prezinta functia valoare absolutd care nu are
derivata in punctele in care se anuleazd functia. Pentru eliminarea acestor

inconveniente s-atrecut la suma patratelor erorilor, pe care o notam cu E.
2

£=3. (v -%) 73

Metoda de optimizare a primit denumirea de metoda celor mai mici patrate, conform
formulei (7.3) pentru ca determina functia y=f(x) pentru eroarea maxima si mai

poarta denumirea si de regresie deoarece problema este de deducere a functiel
cunoscand valorile e Tntr-un anumit numar de puncte.

7.1.1. REGRESIA LINIARA

Se considera functia tabel ata:

Tabelul 7.1
X X X, X3 X\ | .. X
y Y1 Yz Ys Yo | e Yim

unde m reprezinta numarul de masuratori sau de valori ae functiei. Se cere sa se
determine functialiniara de forma generala

y=ax+b (7.4
care sa aproximeze cel mai bine functia tabelata (tabelul 7.1) asfel ca eroarea:
m 2
E=) (ax +b-y,) (7.5)

i=1
si fie minima. Necunoscutele a si b se determina din conditiade minim alui E care
se realizeaza pentru anularea derivatelor partiale Tn raport cu a si b aelui E:
TE -3 2ax +b-y (-1 0
& = (7.6)

Rezulta sistemul Tn necunoscutele asi b:
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(g Xi]b*{g X? a:i“: XiYi (7.7)

Solutiile sistemului liniar (7.7) in a si b sunt:

ixfflyi—ixigxiyi
b:|:l i=1 i=1 =1 (78)

mf:lxi Yi _iXi in‘i)ﬁ

a= ':m ':m = (7.9)
2

m_ x; —(mxi)

i=1

Numitorii expresiilor lui a si b se anuleaza numai daca x; sunt identice, caz exclus.

Tnlocuind valorile lui asi b Tn ecuatia (7.4) avem functia liniara care aproximeazi cel
mai bine functiatabelata data (7.1).

7.1.1.1. Algoritm 7.1. Regresialiniara

{Variabile

x:abscisele funcriei,vector;

y:ordonatel e funcyiei,vector;

m: numarul experiengelor, intreg;

sx: variabila pentru suma absciselor, real;
sy: variabila pentru suma ordonatelor, real;
sxx: variabila pentru sumele de forma @, real;
sxy: variabila pentru sumele de forma xy, real;
a:coeficientul lui x, real;

b: termenul liber, real;

i contor, intreg;

{

$=0,5=0,8y=0;54=0;

pentrui = 1..m

{

calculeaza s= sctXi;

calculeazid s, = S/tVy;;

calculeazd Sy= Syt X*Vi;

calculeazi Sy = SutX*X;;

}



Metode de optimizare 151

calculeaza a:w :
M- S-Sy - S

calculeaza b:m;
M- Sy-Sx - S«

}

Funcfia estey = ax +b;

}

7.1.1.2. Implementarea algoritmului 7.1

/*Functia ce implementeazi regresia liniara */
void RegLin(int nrp,
double X[],
doubley[],
double * coef1,
double * coef2)
{
double sx=0,sy=0,sxx=0,sxy=0;
inti;
for (i=1;i<=nrp;i++)
{
sx+=x[i];
sy+=ylil;
sxy+=x[i]*yli];
soc+H=X[1]*X[i];
}
* coef1=(nrp* sxy-sx* sy)/(nrp* sxx-sx* sx);
* coef2=(sy* sxx-sx* sxy)/(nrp* Sxx-sx* sx);
}

7.1.2. REGRESIA POLINOMIALA

Daci regresialiniara nu este satisfacitoare se cauta o functie polinom de un anumit
grad (2, 3,4...n).

Fie functia data n tabelul (7.1). Consideram ca reprezentarea grafica a acestei
functii se aseamana foarte mult cu curba unui polinom de gradul n de forma:

y=a,x"+a, X" +....+a,x+a, (7.10)
Notamcu y, expresa

Yi= ax +a x4 .ragx +a, (7.12)
Se minimizeaza functia tinta:
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m 2
E= ,ZI(Yi — a2 - Ay - ag ) (7.12)
i=
unde mreprezinta numarul de valori ae functiei tabelate.

Necunoscutele sunt: a,, anpg,..., ao. (7.13)
Se deriveaza n raport cu hecunoscutele (7.13) si se obtine sistemul:

m

ma, + (g:lxijal +(i:1Xi2 )a2+~~~+(§:lxik )ak + +(§ X" )an =2

1
m m
2 ja2+---+(zlxik+l jak +---+(_lei”+1 jan =XV
= 1= 1=

R
M3
X
N
QD
o
+
R
M3
>
N
Ne—
D
+
R
Ms
X
w

Sistemul obtinut este un sistem liniar in necunoscutele ao, a1, as.,..., an§i Sserezolva
cu una dintre metodel e cunoscute Tn capitolul 3.

7.1.2.1. Algoritmul 7.2.Metoda polinomiala

{Variabile
X: abscisele funcyiel, vector;
Y: ordonatele funcriei, vector;
m: numarul de puncte cunoscute ale functiei, intreg;
n: gradul polinomului, intreg;

{

pentru i = 1...n+1

B[i] = 0;
pentruj=1,..n+1 Ali]=0
}
pentru i =1...n+1
{

pentru k= 1...m calculeazi B[i] = B[i]+ VY« * pow(X, i-1);
pentruj=1,..,n+1
pentru k= 1....m calculeazz Ali,j] = Ali,j]+ pow(X, i+j-2);

Metoda Rez St.(n+1,A,B,S0l); (*serezolva sistemul™*)
}

coeficienyii polinomului sunt Sol;

}
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7.1.2.2. Implementarea algoritmului 7.2

/* Functia Tntoarce:
0 daca gradul polinomului este mai mare ca numarul de puncte
11n caz de succes

*/

int RegPol(int nrp,
double x{[],
double yy[],
int grdp,
double coef[])

{
static double mat[ NrMax] [ NrMax] ,b[ NrMax] ;
inti,j,kputere;
if (nrp<=grdp) return O;
for(i=1;i<=grdp+1;i++)
for(j=1;j<=grdp+1;j++)
{

mat[i] [j]=0;
putere=i+j-2;
for(k=1;k<=nrp; k++)mat[i] [j] +=pow(xx[ K] ,putere);

for(i=1;i<=grdp+1;i++)

b[i]=0;

putere=i-1;

for(k=1;k<=nrp;k++)b[i]=b[i] +yy[K] * pow(xx[ K] ,putere);
}
GAUSY(grdp+1,mat,b,coef);
return 1;

}

7.1.3. REGRESIA HIPERBOLICA

Fie functia numerica data Tn tabelul 7.1. Reprezentarea grafici prin puncte a
acestei functii se aseamana foarte bine cu o functie hiperbolica. Se pune problema
determinarii functiei hiperbolice

1
y= ax+b
care aproximeaza cel mai bine functia numerica. Pentru comoditatea calculului se
inverseaza functia hiperbolica si se construieste functia eroare:

(7.15)
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m 1 2
E=Y 3 —ax;, —b (7.16)
i
Prin derivarein raport cu a si dupa aceeacu b se obtine sistemul liniar:

mb+(i=§llia:§li

.= y
m w N (7.17)
(in)b{ZXf)a:Zﬁ
i=1 i=1 i=1Yi
Solutiile sistemului (7.17) sunt:
m m l m X
2% 2 j—m_ 7'
a:':lm':l 2 n'fl ' (7.18)
(inj -my x?
i=1 i=1
m 1 m m X: m
2 yZXF—Z%in
b:I—l ii=1 i=1 )i 1 (719)

Tnlocuim valorile lui a si b in functia hiperbolica (7.15) si se obtine functia care
aproximeaza cel mai bine functia numerica din tabelul 7.1.

7.1.3.1. Algoritm 7.3. Regresia hiperbolica

{Variabile
x:abscisele funcfiel numerice, real;
y:ordonatele funcyiei numerice, real;
m: numarul experiengelor, intreg;
s, variabila ce confine sumele absciselor, real;
s,: variabila ce conine suma inverselor ordonatelor, real;
S« variabila ce contine patratul absciselor, real;
Sy Variabila ce conzine suma raportului dintre abscise si ordonate, real;
a,b: coeficienyii funcriei hiperbolice, real;
i: contor, Tntreg;

{

$=0;5=0;8y=0; 5= 0;

pentrui = 1..m

{
calculeaza s= St+X;;
. 1
calculeazi s, = s,+7;
i
y X;
calculeazd Sy= Syt —;
Yi
calculeaza Sy = SutXi*Xi;
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}

calculeaza a=

S8, M Sy
M- Sy -Sy * Sk ’
S8 SySc

calculeaza b= :
M- S-Sy~ S¢

1

Funcriaeste y = ;
axt+b

}

7.1.3.2. Implementarea algoritmului 7.3

/* Regresia hiperbolica */

Programul principal poate fi realizat

de catre cititor ca un exercitiu. Tn continuare este data functia:
/* Functia ce implementeaza regresia hiperbolica */

void RegHip(int nrp,

double *x,
double *y,
double * coefl,
double * coef2)
{
double sx=0,sy=0,sxx=0,sxy=0;
inti;

for (i=1;i<=nrp;i++)

sx+=X[i];
sy+=1yli];
sxy+=x{i] W[l
sx+=X[1]*X[i];

}

* coef1=(nrp* sxy-sx* sy)/(nrp* sxx-sx* sx);
* coef2=(sy* sxx-sx* sxy)/(nrp* Sxx-sx* sx);

}

7.1.4. REGRESIA EXPONENTIALA

Se constata ca functia numerica din tabelul 7.1 reprezentata grafic, se aseamana
foarte mult cu o exponentiala. Consideram functia exponentiala de forma generala:

—a.b* 7.20
y= (7.20)
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n care a si b sunt constante pozitive.
Pentru un calcul comod al constantelor a si b se logaritmeaza functia (7.20)

y=Ina+xInb (7.21)
si se determina constantele asfel ca eroarea:
m 2
E=Y (Inatx Inb-Iny,) (7.22)
i=1
sa fie minima.
Prin derivarea partiala a functiei E n raport cu a si b se obtine urmatorul
sistem:
minat+| » x (Inb=) Iny,
[£1 o= -
(injlna{fojlnb:in Iny,
i=1 i=1 i=1
Solutiile sistemului obtinut (7.23) sunt:
m m m
;In yi 2% —éxi ,_zlm YiXi
a=exp)— — 5 (7.24)
m m
{mz x? —(Z X, j }
i=1 i=1
m m m
[m_in Iny; =% Z'nYi}
b= exp i=1 i=1 =1 (725)
m 2 m 2
m. X —(Z Xi )
i=1 i=1

7.1.4.1. Algoritm 7.4. Regresia exponentiala

{Variabile

x:abscisele functiei numerice, real;

y.ordonatele functiei numerice, real;

m: numarul absciselor funcriel, intreg;

scvariabilad asumei  absciselor, real;

S« variabila a sumel patratelor absciselor, real;

Sny: variabila a sumei logaritmilor din ordonate, real;

Sany-Variabila a sumei absciselor inmulyite cu logaritmul ordonatelor,
real;

{

S= 05 Sny = 0; Suny = 0; 5= 0;
pentrui = 1..m

{

calculeaza s= s+X;;
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calculeazd Sy = St X*Xi;
calculeazd Spy = SnytiIny;
calculeazi Syny= Suny* XINY;
}
5 SIny'sxx'sx'sxlny
calculeaza a=exp\————;
M- S-Sy * Sx
ms, |, y'sx

calculeazi b:exp{—Iny }
M- S-S, - Sy

Funcriaestey= ab* ;

7.1.4.2. Implementarea algoritmului 7.4

/* (Regresia exponenyiala )*/
/*Functia ce implementeazi regresia exponenyiala */
void RegExp(int nrp,
double X[],
doubley[],
double * coefl,
double * coef2)
{
double sx=0,sy=0,sxx=0,sxy=0;
inti;
for (i=1;i<=nrp;i++)
{
sx+=X[i];
sy+=log(fil);
sxy+=x{i]*log(yi]);
soxc+=X[1]*X[i];

}
* coef2=exp((nrp* sxy-sx* sy)/(nrp* sxx-sx* sx));
* coef 1= exp((sy* sxx-sx* sxy)/(nrp* sxx-sx* sx));
}

7.1.5. REGRESIA GEOMETRICA

Daca functia numerica din tabelul 7.1 se aseamini cu o functie de tip geometric,
vom cauta sa determinam functia de forma:
y=ax" (7.26)
care sa aproximeze cel mai bine functia numerica.
Se logaritmeaza cel mai bine functia (7.26) si se construieste functia:



158 Metode Tn electronica

2

E=i(lna+b|nxi—lnyi) (7.27)

Se calculeaza valorile lui a si b asfel ca functia E sa fie minima. Prin derivarea
partiala Tn raport cu a si b a expresiei E si egalarea derivatelor cu zero se obtine
urmatorul sistem n necunoscutele asi b:

mlna+b[zmllnxiJzzmllnyi
i=1 i=1

(7.28)
(ZInx}lna&bZ (Inx) :Zmllnx Iny,
Rezolvand sistemul se obtin urmatoarele valori pentru a I_;I b:
[__len(yi )](len (%) j [Zln (% )j(im )iy, )j
—exp- = - (7.29)

n{éan(xi)j—(Elln )2
rr{izlln(yi )In(x )) —(g‘iln (X )j(iglln(yi ))

b 2 (7.30)
iilnz(xi )j —(éln (% ))

Cu aceste valori functia y = ax” aproximeaza cel mai bine functia tabelata (7.1) care
se aseamana cel mai bine cu o functie de tip geometric.

Ms

7.1.5.1. Algoritmul 7.5. Regresia geometrica

{ Variabile
x:abscisele funcriel numerice, vector;
y.ordonatele functiei numerice, vector;
m; numarul de abscise, intreg;
Snx: Variabila a sumei logaritmilor absciselor, real;
Sny: Variabila a sumei logaritmilor ordonatelor, real;
Snuny: Variabila sumei produsului logaritmilor absciselor si a
logaritmilor ordonatelor, real;
Sminx: Variabila sumei patratelor logaritmilor absciselor, real;
a,b: coeficienyii, real;
i contor, intreg;
{
Snx = O SIny O Snxlny 0 Sinxinx—= O;
pentrui = 1..m
{
calculeaza Sn= SwtIn(x );
calculeazd S = Simanct IN()*IN(X;);
calculeazd Spy = Snytinyi;
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calculeazd  Smny=Sindny +1N(X; )* In(y:);

}

S1ny “Sin xin x™Sin x “Sin xin'y

calculeaza a= exp{
M- Sin xin x™Sin x *Sin x

m-s, xlny_Snx 'Sny .
M-S, xin xS x * Sinx

calculeaza b=

Funciiaestey = ax’ ;
}

7.1.5.2. Implementarea algoritmului 7.5

/*Functia ce implementeazi regresia geometrica */

void RegGeo(int nrp,
double X[],
doubley[],
double * coef1,
double * coef2)
{
double sx=0,sy=0,sxx=0,sxy=0;
inti;
for (i=1;i<=nrp;i++)
{
sx+=log(X[i]);
sy+=log(y[i]);
sxy+=log(X[i])*log(y[i]);
sxx+=log(x[i])*log(X[i]);

}
* coef2=(nrp* sxy-sx* sy)/(nrp* sxx-sx* sx);
* coef1=exp((sy* 9xx-sx* sxy)/ (nr p* SxXx-sx* sX));
}

7.1.6. REGRESIA TRIGONOMETRICA

Se considera functia numerica data n tabelul 7.1 si functia trigonometrica de

forma:

y=a+bcosax

care aproximeaza cel mai bine functia numerica.
Se determina constantele a si b asfel cafunctiade a si b

sa fie minima.

E= inl(yi —a-bcosw x; )2
1=1

(7.31)

(7.32)
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Prin egalarea cu zero a derivatelor partiale in raport cu a si b alefunctiel E se obtine
urmatorul sistem in necunoscutele a si b:
m m
ma+(Zcosa)xijb:Z yi
i=1 i=1
m ~ S (7.33)
(Z cosm xi)a{z cos’ a)be:Z Y, COS® Xi
i=1 i=1 i=1
Solutiile sistemului (7.32) sunt:
m m m m
(Z yi)(Zcos2 a)xi} —[ZCOSQ}XJ(Z Y, COSa)Xi)
i=1 i=1 i=1 i=1
= 7.34
a - - > (7.34)
3" cos? a)xij —(Zcosa)xij
i=1 i=1
m m m
2. Yi cosw xij —(Z Cos® xJ[Z yi)
b= i=1 i=1 i=1 (735)

n{gjlcosz X j - (écosw X ] 2

w=2rzxf= 2T—” unde f -frecventa, w - pulsatia, iar T -pericada. o se stabileste

functie de periodicitatea functiei numerice date.

7.1.6.1. Algoritmul 7.6. Regresia trigonometrica

{ Variabile
x:abscisele funcfiel numerice, vector;
y:ordonatele functiei numerice, vector;
m: numarul absciselor funcsiel numerice, intreg;
o pulsaria, real;
Sy suma ordonatelor funcfiei numerice, real;
Swos2x. SUMA patratelor cosinusurilor din abscise, real;
Seosx  SUmMa cosinusurilor din abscise, real;
Sycos- SUMa produsului ordonatelor cu cosinusul absciselor
corespunzatoare, real;
a,b: coeficienyii functiei, real;
i: contor, Tntreg;
{
Sy = 0; Scosox = 0; Seosx= 0; Sycosx = 0;
pentrui = 1..m
{
calculeazi sy = sy + Vi;
calculeazd  Swsac= Sosx + CO@X;)* cofwX;);

calculeazd Sewosx= Scosx+ Cos(a) X))
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calculeazi Syosx = Syosx + Yir COJ @ X; ) ;
}

o Sy * Scos 2x~Scos x * Sycos x
calculeazs a=— Y

M- Seos 2x~Scos x * Scos x
m'sycos x~Scos x 'Sy

calculeaza b= :
M- Seos 2x~Scos x * Scos x
}
Funcria este f = a+bcogwX);

}

7.1.6.2. Implementar ea algoritmului 7.6

void reg_trig(int n,

double x[],
doubley[],
double ,w
double * coefl,
double * coef2)

{

inti;

double sx=0,sy=0,sxx=0,sxy=0;

for(i=1i<=n;i++)

{
sx+=cos(W*X[i]);
sy+=y(i];
sxy+=y[i]*cos(wW*x[i]);
soct= cos(W*x[i])* cos(w* X[i]);

}
* coef 1= (Sy* sxx-sx* sxy)/(n* sxx-Sx* sx);
* coef2=(n* sxy-sx* sy)/(N* sxx-sx* sx);
}
7.1.7. REGRESIA MULTIPLA

Aceasta regresie se referd lafunctiile de mai multe variabile. Considerand o functie
numerici de n variabile y=f(x;,%,,.....%,) si un tip de functie analitici de n
variabile care se aseamana cu cea numerica, se pune problema determinarii functiei
analitice asfel ca ea sa aproximeze cel ma bine functia numerica. Aceastd functie se
determina prin minimizarea sumei patratelor erorilor Tn punctele functiel numerice.
Pentru exemplificare consideram functia de doua variabile numerica ( x,y,z) unde

z=g(x,y) . Suprafatapunctelor z se poate asemana cu un plan, hiperboloid de rotatie,

elipsoid de rotatie, cilindru, con etc.
Vom considera functia numerica data in figura 7.1
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y Z1n Zon Zan Zan Znm
Yn

Za | 24 | Zaa | Za Znu
Ya

213 | 223 233 | 43 Znm3
Y3

Zo | 22 | zz | L2 Zmp
Y2

Z1n | 21 Z31 Zy Zm1
Y1

X

O X1 X2 X3 X4 Xm

Fig.7.1.Reprezentareafunctiei multiple.

Consideram ca punctele z,,z,,...,z, se afla aproximativ pe un plan:
z=Ax+By+C (7.36)
Se pune problema determinarii acestui plan, adica a valorilor constantelor A, B, C

astfel ca planul si aproximeze cel ma bine functia numerica data in tabelul 7.2. Se
construieste functia sumelor patratelor erorilor in punctele retelei:

2
(z‘-j - Ax; — By, —C) (7.37)

Mz
M

E-=

i=1j=1

1
[y
1

Prin egalarea derivatelor partiale ale functiei E Tn raport cu necunoscutele A, B, C,
rezulta un sistem liniar functie de aceste necunoscute:

m m m n
mnC+[Z xij NA+| 3Ty (mB=3 > z;

i=1 =1 i=1j=1

(éxi)nc{ mlxi2 )nA+[§§xiyjjB:§ixi z (7.38)

i= i=1j=1 i=1j=1

5ol

n
i=1j=1 =

J

2 m n
yi[mB=2> XY,z

1 i=1j=1

Utilizand una dintre metodele numerice de rezolvare a sistemelor liniare din capitolul
3 sedetermina A, B, C, deci planul ciutat.

7.1.7.1. Algoritmul 7.7. Regresia multipla
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{Variabile
x: argumentele pe axa Ox a funcyiel numerice, vector;
y. argumentele pe axa Oy a funcriei numerice, vector;
z valorile funcriei numerice, matrice;
m; numarul de argumente pe Ox, intreg ;
n: numdarul de argumente pe Oy, Tntreg;
s« sumele argumentelor de pe Ox, real;
S,. sumaparsiald a argumentelor de pe Oy, real;
S« Suma parfiala a patratelor argumentelor x, real;
Sy sSuma pariala a produselor argumentelor, real;
S,. suma paryiald a patratelor argumentelor v, real;
$,5aSy7 sume partiale ale termenilor liberi ai sistemului;
i contor, intreg;
{
s& 0, 5= 0; 59 = 0; s« = 0; 5y = 0; 5¢=0; 5~0;5~0;
pentrui =1,..,m
pentruj=1,..,m
calculeaza s= s+X;;
calculeazi Si= SutX*X;;
calculeazd s, = S+ y;;
calculeazi sy=sy+Vi*V;
calculeazd sy= Syt X*Vi;
calculeazi s,=s+z;; calculeazd So=SqtX*Zj;
calculeazd s,=s,*+Y*Zj;

{ METODA (nm, S; S;; Sy Soq Sy, SOL); // rezolva sistemul
}

Planul este z= Ax+ By + C

}

7.1.7.2. Implementar ea algoritmului 7.7

/* Functia Intoarce -1 Tn caz de eroare O altfel */
int reg_mul(intm, /* peOx*/

intn, /* peQy*/

double X[],

doubley[],

double Z[][NMAX],

double * coef1,

double * coef2,

double * coef3)
{
inti,j;
double mat[ 4] [4], tI[4] ,det,det1,det2,det3;
for(i=1;i<=3;i++)

{
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1+

t[i]=0;

for(=1;j<=3;j++) mat[i][j] =0;

}
mat[1][1]=n*m;
for(i=Li<=m;i++)
{
mat[ 1][2] +=n*X[i];
mat[2] [2] +=nex[i]*X[i];

for(j=1;j<=n;j++)

mat[1][3] +=rmyj];

} mat[ 3] [3] +=m*y[j]*y[j];

for (i=Li<=mi++)
for(j=Lj<=n;j++)

{
mat{ 2 [3] +=x[i] *yL]]
t[]+=2{i] [;
t[2)+=x(i]* il []]:
U=yt

mat[ 2] [1] =met{ 1][2];

mat[ 3] [ 1] =met[ 1][3];

mat{ 3] [2] =met{ 2][3];

det=mat[ 1] [ 1] *mat[ 2] [2] * mat[ 3] [3] + mat] 2] [ 1] * mat[ 3] [2] * mat] 1] [3

mat[ 1] [2] * mat[ 2] [ 3] * mat[ 3] [ 1] -mat[ 3] [ 1] * mat[ 2] [ 2] * mat] 1] [3] -
mat[ 1] [ 1]*mat] 3] [2]* mat[ 2] [ 3] -mat[ 2] [ 1] *mat] 1] [2] “ mat[ 3] [3]

if (det==0) return -1,

det1=tI[ 1] * mat] 2] [ 2] * mat[ 3] [3] +tI[ 2] * mat] 3] [ 2] * mat] 1] [3] +
mat[ 1][2]* mat[ 2] [ 3] * [ 3] -t[ 3] * mat[ 2] [ 2] * mat[ 1] [3] -
t[1]* mat[ 3] [2]* mat[ 2] [ 3] -tI[ 2] * mat[ 1] [2] * mat[ 3] [3];

det2=mat[ 1] [ 1] *tI[ 2] * mat[ 3] [3] + mat[ 2] [ 1] * [ 3] * mat] 1] [3] +
t[1]* mat[ 2] [ 3] * mat[ 3] [ 1] -mat[ 3] [ 1] *tI[ 2] * mat[ 1] [ 3] -
mat[ 1] [ 1]*tI[3]* mat] 2] [3] -mat[ 2] [ 1] *t[ 1] * mat[3][3];

det3=mat[ 1] [ 1] * mat[ 2] [2] * [ 3] + mat[ 2] [ 1] * mat[ 3] [2] *tI[ 1] +
mat[ 1] [ 2] *t1[ 2] * mat[ 3] [ 1] -mat[ 3] [ 1] * mat[ 2] [ 2] *tI[ 1] -
mat[ 1] [ 1]* mat[ 3] [2] * [ 2] -mat[ 2] [ 1] * mat[ 1] [ 2] *tI[3];

*coefl=detl/det;
* coef2=det2/det;
* coef3=det3/det;
returnO;

}
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7.2. OPTIMIZAREA NELINIARA FARA RESTRICTII

Tn cadrul acestui paragraf vor fi studiate douid metode pentru aflarea minimului
unei functii de n variabile Tn lipsa relatiilor de restrictie. In general, problemele de
minimizare sunt cu relatii de restrictie, dar aceste probleme pot fi reduse la probleme
de optimizare fara restrictii intr-o serie de aplicatii.

Tn conditiile Tn care nu sunt restrictii, functia tinta
F(X)=F(X, Xy, .0y X,,) (7.39)
care are derivatele partiale continue, are un minim local intr-un punct X, daci este
Tndeplinita inegalitatea:
F(X,)<F(X) (7.40)
pentru orice vector X din vecinatatealui X, .
Din analiza matematica cunoastem conditia necesara pentru ca o functie F(X) s aiba
un minim Tntr-un punct X din domeniul de definitie a functiei:
-existenta si rezolvabilitatea sistemul ui
R o ic12.m (7.41)
120
-matricea
O°F(X) A°F(X) OI%F(X)
OxE XX, OXOX, (7.42)

A’F(X) F°F(x) J*F(X)
OX % X 0%, X

si fie pozitiv definita.
Dintre metodele de optimizare neliniara fara restrictii amintim: metode aleatoare de
cautare, metode de cautare unidirecfionald si metode de gradient.

Metodele aleatoare de cqutare au la bazi o schimbare adeatoare a
componentelor vectorului X, pentru care se calculeazid vaoarea functiei F(X) si se
compara cu val oarea precedenta a functiei.

Metodele de cautare unidimensionald constau Th modificarea succesiva a
componentel or vectorului si compararea valorilor functiei Th punctele respective.

Metodele de gradient efectueaza modificarea simultana a componentelor
vectorului X, Tn asafel Tncét si rezulte o evolutie afunctiel F(X) opusa gradientului.
Aceste metode se bazeaza pe generarea aeatoare a unor numere intr-un domeniu
prestabilit.

7.2.1. METODE ALEATOARE DE CAUTARE

Procesul este iterativ si pentru fiecare etapa se genereaza o succesiune de numere
aleatoare avand o densitate de probabilitate uniforma in domeniul de variatie admis, cu
care se modifici componentele vectorului.
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Metoda drumului aleator, una dintre metodele des utilizate, consta Tn modificarea
vectorului de pozitie pentru noul punct astfel:

Xea =X +a-r (7.43)
under este vectorul unitate care are directia aleatoare, X, este vectorul de pozitie al

punctului anterior si a un scalar. Se calculeaza valoarea functiei in noul punct si se
compara cu valoarea functiel Tn vechiul punct. Daca, dupa un anumit numar de iteratii
valoarea lui F nu se micsoreaza, se reduce scalarul « pana ce valoarea lui devine mai
mica decét o eroare de calcul data, er > 0.

7.2.1.1. Algoritmul 7.8. Metoda drumului aleator

{ Variabile
X:vectorul de pozsie al punctului curent;
alfa:scalarul, real;
er:eroarea de calcul, reald;
sol:souria optimizirii, reald;
i:contor, intreg;
minim:minimul dintre valorile funcriilor, real;
valcurenta: valoarea minima curenta a funcyiel, real;
xcurent[ 2] ;valoarea anterioard si curentd a abscisel punctului, real;
maxiter: numarul maxim de iterayii, intreg;
{
maxiter=1000;
atéta timp cat ( alfa0>eps)
{contor=0
minim=F(x0[ 0] ,xO[1]);
calculeazi
xcurent[ 0] =x0[ O] +alfa0*r;
xcurent[ 1] =x0[ 1] +alfa0*r;
val_curenta=F(xcurent[ O] ,xcurent[ 1]);
i—+1;
}atata timp cat ((contor<=maxiter) si (valcurenta>minim) );
daca (valcurenta<minim)
{
minim=val curenta;
XO[ O] =xcurent[ O] ;
xO[ 1] =xcurent[ 1] ;

}

daca (contor>maxiter)alfa0-=0.001;
}

sol[0]=x0[O];

sol[1]=x0[1];

stop

}



Metode de optimizare 167

7.2.1.2. Implementarea algoritmului 7.8

int cautare_aleatoare( double (*f)( double, double),
double xQ[],

double gamao,
double eps,
doublerez[])

{

double minim,val_curenta,x_curent[2];

int contor,maxiter;

maxiter=1000;

while( gama0>eps)

{ contor=0

minim=f(x0[ 0] ,xO[ 1]);
dof

X_curent[ 0] =x0[ 0] + gama0* rand(101)/100* pow(-1,rand(101) % 2);
X_curent[ 1] =x0[ 1] + gama0* rand(101)/100* pow(-1,rand(101) % 2);
val_curenta=f(x_curent[O] ,x_curent[1]);

contor++;
}while ((contor<=maxiter) && (val_curenta>minim) );

if (val_curenta< -1€10) return 1;

if(val_curenta<minim)
{ minim=val_curenta;

x0[0] =x_curent[Q];

x0[1]=x_curent[ 1] ;

}

if (contor>maxiter)gama0-=0.001;

}

rez[ 0] =x0[0];

rez[1]=x0[1];

return O;

}

7.2.2. METODA CAUTARII UNIDIMENSIONALE

Aceasta metoda determini minimul unel functii F(X) prin modificarea
componentelor vectorului X pe rand, Tncepand cu prima componentd. Se modifica
prima componenta atéta timp cét se obtine o valoare mai mica a functiei in punctul
curent decét n cel precedent. Cand aceasta conditie nu mai este Tndeplinita se trece la
urmatoarea componenta a vectorului X si se procedeaza la fel pana se baleiaza toate
componentele vectorului considerand, Tn acest caz, ci s-a redlizat un ciclu. Se poate
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Tncepe un nou ciclu luadnd ca punct initial minimul obtinut. La fiecare iteratie se
determina un nou punct functie de precedentul asfel:

X1 = Xy + pas: E, (7.44)
unde E, reprezinta vectorul E, =(0,0, ...,1,...,0), cifral fiind pelocul k, k=0,1,...,n,
iar pas reprezinta pasul cu care se modifica componentele. Dupa un ciclu incheiat se
trece la un nou ciclu cu vectorul initial cel pentru care s-a obtinut minimul n ciclul
Tncheiat (precedent), luénd un nou pas mai mic, obtinut din pasul precedent inmultit cu
o ratie subunitard. Se continud iteratia pana cand pas< & sau numarul de iteratii
depiseste un numar maxim dat. £ reprezintd eroarea de calcul a punctului de minim.

7.2.2.1. Algoritmul 7.9. Metoda cautarii unidimensionale

{Variabile

X:vectorul coordonetelor punctelor;

pas:pasul de modificare al cooronatelor, real;

E: maticea unitate de ordinul n ce are pe orizontala vectorii E, ;

k:contor, Tntreg;
minimcurent: minimul obyinut pana la pasul respectiv, real;
Maxiter: numarul maxim de iterarii, intreg;
t:valoare subunitara cu care se multiplica pasul, real;
p:valoareainitiala a pasului, real;
{Maxiter=1000;
t=0.1;
repeta
pas=p;
minimcurent=F(X[0] ,X[1]);
pentru k=1 pana la n calculeazi
X[1]=X[0] +pas* E, ;
val cur enta=minimcurent;
p=p*t;
pana cand pas< er;
}

minimul este valcurentg;

}

7.2.2.2. Implementarea algoritmului 7.9

int cautare_unidimensionala( double (*f)( double, double),
double x0[],
double pas,
double eps,
doublereZ])
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{
double min_prec,min_curent,min_ant;
inti,nrp,st,dr;
min_curent=f(x0[ 0] ,xO[ 1] );
do

{ .

min_ant=min_curent;
for(i=0;i<2;i++)

nrp++;

XO[i]+=-st* pas+dr* pas;
min_prec=min_curent;

min_curent=(x0[ 0] ,xO[ 1] );

if ((nrp==1) && (min_curent>min_prec) )

{
x0[i]-=2*pas,
nrp++;
min_curent=(x0[ 0] ,xO[ 1]);
st=1,
dr=0;
}
}
while ( (min_curent<min_prec) );
X0[i] +=st*pas-dr* pas;
min_curent=f(x0[ 0] ,xO[ 1]);

}
if (min_curent<-1e10) {
rez{0]=x0[0];
rez[1]=x0[1];
return 1;
}
while( fabs(min_ant-min_curent)>eps);
rez[0]=x0[Q];
rez 1]=x0[1];
return O;

}

7.3. APLICATII
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1.Sedau datele experimentale din tabelul 7.2:

Tabelul 7.2.
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 1.44 1728 | 20736 | 24883 | 29859 | 3.5831 | 4.2998 | 51597 | 6.191

Analizénd rezultatele vedem ca functia are evolutia unei functii exponentiale. Se
aplica programul pentru regresia exponentiala si se obtine functia:
y=12(12)*

2.Se di functia
z=x2+y?-2x-4y+3

Sa se determine minimul functiei cu metoda drumului aeator, luand punctul de start
(15,34) si £ = 0.000001 si cu metoda cautarii unidimensionale luand punctul se start
(10,10) si £ = 0.001.
Cu metoda drumului aeator s-a obtinut minimul in punctul (0.99518, 1,99978), iar
minimul functiei z,,,=-1.99977.
Aplicand metoda cautarii unidimensionale s-a obtinut minimul Tn punctul (1, 2), iar
minimul functiei z,,=-2.
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REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
S| SISTEMELOR DIFERENTIALE*

Tn acest capitol sunt prezentate metodele de rezolvare a ecuatiilor diferentiale
ordinare, aecuatiilor cu derivate partiale si asistemelor de ecuatii diferentiale.

8.1. REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
DIFERENTIALE ORDINARE DE ORDINUL TNTAI

Se considera ecuatiile de tipul:

y =f(xy) (8.1)
cu conditiainitiala:
¥(X0) = Yo (8.2

Ecuatia diferentiala (8.1) defineste o curba in planul xOy. In fiecare punct a
curbel se da valoarea derivatel functie de x si y. Ecuatia este satisfacutd de o familie
de curbe, iar conditia (8.2) da curba din familie care trece printr-un anumit punct din
plan (x, yo ). Solutia analitica a ecuatiei (8.1) este o expresie alui y functie de x.
Metodele numerice ne gjuta sa determinam puncte ale solutiei ecuatiel date.

O solutie numerici a ecuatiei se poate obtine plecand din punctul dat (x yo),
stiind ca daca Tnlocuim valorile date, Tn ecuatia diferentiala (8.1) se poate obtine panta
curbel cautate Tn acest punct. Dupa calculul pantei curbei in punctul x, Se avanseaza
cu un pas mic pe tangenta in punctul (xo, yo)

y=f(X0,Yo)(X=Xo) + Yo (8.3)
Daca consideram punctul de coordonate (y,, x;) pe tangenta si pasul de crestere al lui
x, fata de x,, h avem

Xp=Xg+h siy; = f(Xo.y0)h+ ¥ (8.4)
deci un nou punct cunoscut ( x,, y, ), foarte aproape de curba solutiei cautate cu cét h

este mai mic, (fig. 8.1). Procedeul de calcul se repetid cu calculul pantei la curba n
punctul (%4,y,) si determinarea unui alt punct pe tangenta la curba in punctul

(x,y1) cu x,=x+h si y, corespunzator. Continuand in acest mod se obtine o

succesiune de segmente de dreapti care aproximeaza curba solutie a ecuatiei
diferentiae.

) Bibliografie :[6], [7], [9], [12], [17]

Aproximarea curbel solutie cu segmente de dreapta poate da erori si succesiunea de
segmente de drespta poate si se departeze considerabil de curba solutiei. Aceasta
problema reprezinta problema stabilitatii procesului de rezolvare aecuatiel diferentiale
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si trebuie sa-i acordam o atentie deosebita. Trebuie implementata o metoda prin care,
in loc sa aproximam solutia printr-o succesiune de drepte, si se ia in considerare si
curba solutie adevarata.

Exista doua tipuri de metode:

a) Metode directe Tn care solutia nu se itereazi si se foloseste numai o informatie
asupra curbei intr-un punct. Astfel de metode constau in rezolvarea ecuatiilor prin serii
Taylor, care insi nu sunt practice. Metode practice  Runge-Kutta pretind un mare
numar de evaluari alefunctiilor,iar eroarea este dificil de evaluat.

b) Metode indirecte Tn care se poate estima punctul urmator de pe curba folosind
mal putine estimari ale functiei, dar care necesita iteratii pentru a ajunge la o valoare
suficient de precisa. Aceste metode sunt denumite predictor-corector si prin aplicarea
lor se poate obtine o estimare a erorii.

8.1.1. METODA SERIILOR LUI TAYLOR

Aceasta metoda asigura solutia oricirel ecuatii diferentiale, dar are o aplicabilitate
redusi din cauza dificultatilor de rezolvare. Totusi, aceasta metoda serveste pentru
compararea cu metodel e practice pentru ale stabili ordinul metodei.

Dezvoltaim pe y(x) Tn vecinatatealui x = x.,,
- (i) ooyl
- y 2 y Ym (S
y(X) =y + ym(x-xm)+7r!”(x-xm) +~~~+J_—”!‘(x-xm)l + (mj+l§! )

unde y{ estederivatadeordinul j alui y(x) Tnpunctul x=x,,iar x, <&<x
Utilzénd relatia x = x,,, + h obtinem:
2 (i) (i+1) )
Ym m (5) h]+1 (86)

= Ch Ve 2M Rl
yr’ml—ym"'hym"' 2 ym+ + ]I h' + (J+1)'

Ultimul termen al relatiei (8.6) reprezinta eroarea de trunchiere. Aproximatia vafi cu
atét mai buna cu cétj este mai mare.

(XXpn) I+ (8.5)

Yim = f(XmYm) (8.7)
Derivand functia y = f(x,y) obtinem:
yv-:8f(X,Y)+af(X,y).ﬂ:fx+f . f (8.8)
oXx oy dx y
unde f, =ﬂ sif = of (8.9
OX Yoy
Pentru x=x,, rezulta:
ylrIn: fx"’fy'f (810)
Pentru j = 2 rezulta:
h2 y (¢

Y1 = Y + Y + > Y + 5 h® (8.11)
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h
ymﬂ:ym+h{f+5(fx+f~fy)} (8.12)

cu eroarea de trunchiere

eT:yT(é)hs, Xy <E<X
(8.13)

Pundnd m = 0 n ecuatia (8.12) se obtine pentru x, = X, +h valoarea solutiei vy,
deci punctul (x; y;). Pentru m = 1 rezulta punctul (x, y,). Continuand, se obtin
punctele solutiei ecuatiel diferentiale, cu erorile de trunchiere corespunzitoare, care se
maresc in timp. Aceasta metoda este directa deoarece pentru calculul lui y,,,,; sunt

necesare numai valorile lui y,, si x,. Pentru o eroare mai mica trebuie si marim

ordinul termenilor utilizati in dezvoltarea Taylor. Daca dorim y,,, acesta are expresia
y'r;:fxx+2ffxy+fzfnyrfxfyﬁLffy2 (8.14)

OX oxoy oy

Complexitatea acestor derivate face practic inutilizabila aceasta metoda.

unde s-a notat: f,=

8.1.2. METODELE RUNGE-KUTTA

Metodele Runge-K utta se caracterizeaza prin urmatoarel e proprietati:
1. Sunt metode directe, deci pentru calculul lui y,,., sunt necesare informatiile de la

punctul precedent x.,, si Y.
2. Sunt echivalente cu seriile Taylor pana la termenii hP, unde p este diferit pentru

metode diferite si se numeste ordinul metodei.
3. Nu necesita evaluarea nici unei derivate a functiei f , ci numai valoarea functiei.

Proprietatea a treia a metodelor Runge-Kutta le recomanda pentru utilizarea lor
practica. Se pune problema evaluarii functiei solutie a ecuatiei diferentiale (8.1) in mai
multe puncte. Geometric, problema consta in determinarea punctului (X1 Y1)
cunoscand punctul (X, Vi) §i C3 Xy = Xy +h . Tn punctul (x.,,y,,) Se duce tangenta
la curba deoarece stim panta curbei Tn acest punct.

Y= Y + Y (X=Xpm) (8.15)
unde Y = T (Xm:Ym) (8.16)
si X1 = X + 0 (8.17)
Tnlocuind Tn (8.15) relatiile (8.16) si (8.17) rezulta:

Xmy1 = Xm +h (8.18)

iar eroarea este data de segmentul e.
Daca Tn dezvoltarealui Taylor luamj = 1 rezulta:

y (€)
2

Y1 = Y + DY + h? (8.19)
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unde Xm < €< Xmug (8.20)

v DI

T

Ym

Xm Xm+l

Fig.8.1.Determinarea grafica a solutiei ecuatiel diferentiale.

Comparand relatiile (8.19) si (8.20) rezulti eroarea de trunchiere pentru metoda
aplicata:

oy =2~ 2 (8.21)

Formula (8.19) reprezinta metoda lui Euler de rezolvare a ecuatiilor diferentiale de
ordinul Tntéi. Metoda este veche, are eroare de trunchiere relativ mare si eroarea de
rotunjire sau trunchiere se mareste odata cu marirealui x.

8.1.2.1. Algoritm 8.1. Metoda lui Euler

{Variabile

Xo. abscisa punctului de start, real;

Vo. ordonata punctului de start, real;

h: pasul intre abscisele punctelor de calcul ale solusiel, real;
y. ordonatele solusiel numerice, vector;

X. abscisele solusiei numerice, vector;

n: numdarul de punctein care se calculeza soluria, intreg;

{

X[0]= X%o; Y[0]= Yo; h=const;
pentrui = 1,2,...n

calculeaza X[ i]= xot+i*h;

calculeza

yli+1]= y[i]+ h*f(xi-1] y[i-1]);

Solugiile numerice sunt X[i]; y[i]; i=0,1,2,...n;

}
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}

8.1.2.2. Implementarea algoritmului 8.1

/* Functia care implementeaza algoritmul de rezolvare a ecuayiilor
diferensiale ordinare prin metoda Euler.

*/
void EULERED( double(*f)(double x, double y),
double x0,
double y0,
double pas,
int nrp,
double sol[])
{
inti;
sol[0] =y0;

for(i=1;i<=nrp;i++)
sol[i]=sol[i-1] + pas* f(x0+ (i-1)* pas,sol[i-1] );
}

8.1.3. METODELE RUNGE-KUTTA DE ORDINUL DOI

Aceste metode se numesc de ordinul doi deoarece sunt echivalente cu dezvoltarea
n serie Taylor pana latermenii de ordinul doi.

8.1.3.1. Metoda lui Euler Tmbunatatita

Aceasta metoda face parte din acest grup de metode si utilizeaza media pantelor din
punctele (Xp,Ym) §i (X1, Yms1) UNDE Xpq = Xy +h iar Y, =y +hy  ordonati
obtinuta din ecuatia tangentei Tn punctul M la curba cu panta y,, = f (X, y,) . Grafic
metoda este prezentata Tn figura 8.2. Tn acest punct H de coordonate ( X1, Y +hyr)
se calculeaza pantala curba care este:

ym = f(x,+hy, +hy,) (8.22)
Se face media dintre panta Tn punctul M (dreapta ML,)si panta in punctul H (dreapta
HL,)si 0 notam cu

Z, = %(f (xm,ym) + f (xm+ hym, + hy'm)) (8.23)
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Xm X1 *
Fig.8.2.Calculul grafic al solutiei prin metoda lui Euler imbunatatita.

Dreapta de pantda z,, este HT. Cu acesta panta z, se traseaza coarda prin M si se
intersecteazi cu dreapta x = x.,,; rezultdnd punctul R, de coordonate (X1, Y1) &
doilea punct de pe curba solutie, primul fiind considerat (x,,, y,,). Ecuatia coardei

MR este: Y= Y +05- ( (X Yim) + (X DY + hy'm))(x— Xn)  (8.24)
Punctul R, care reprezinta solutia numerici a ecuatiei diferentiale, are ordonata:
Yie1 = Y + 05- h-(f (xm,ym) +f (xm+ hym + hy'm)) (8.25)

unde y, = f(XnYm) -
Aceasta formula (8.25) reprezinta formula de calcul a solutiilor numerice pentru o
ecuatie diferentiala ordinara de ordinul Tntai.

8.1.3.1.1. Precizia metodei lui Euler imbunitatita

Se dezvolta in serie Taylor functia de doua variabile f (x,y):
f(x,y)= f(Xml ym)+(x_ Xm) fx(xm1 ym)+(y_ ym) fy(xmv ym)+

) i . (8.26)
+§[(X- Xm) fxx(§0 ,770)+2(X' Xm)(y'ym)fxy(égo 1770)+(V'Ym) fyy(fo aﬂo)]
unde & e[XXm] st M0 €Y Y
Daci notam X=X,+h ia y=y,+h-y,
unde Y = fXmYm) (8.27)
rezulta:

, 1
(XY + Yy ) = FhE iy + > 0] el S0 o) + 21T (G0 o) + T21,,(& m0)] (8:28)
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of of
unde f=fXmYm) s fx —E(Xm,ym) fy —E(xm,ym) (8.29)

Tnlocuind acest rezultat n (8.23) si (8.24) rezulta:

h h3
Y1 = Ym T h-[f+5( fy+ ffy)}‘f[ fxy(égo IYO) + 2ffxy(§0: o)+ f 2fyy(§0 :770)] (8.30)
unde o €[Xm Xmet] S1 70 €[Yim Yimea]

ymﬂ:ym+h.[f +05h(fx+ffy)] (8.31)

reprezinta formula de calcul din dezvoltarea Taylor de ordinul doi care este
echivalentd cu formula de calcul alui Runge-Kutta (8.25) si are eroarea de trunchiere:

er = h?’{yT(‘f)—%[fxy<§o,no)+2ffxy(§o,no)+ fzfyy(foﬁo)]} (8:32)

Daca presupunemca f,, f,, f,, si y  suntmai mici decét o constanta rezulta:

e; <k-h® (8.33)

Xy !

8.1.3.1.2. Algoritmul 8.2. Metoda lui Euler imbunatatita

{

Xo: abscisa punctului prin care trece graficul solusiei, real;
Yo. ordonata punctului prin care trece graficul soluriei, real;
h: pasul intre abscisele punctelor de calcul ale solusiei, real;
y. ordonatele solutiel numerice, vector;

x. abscisele solutiel numerice, vector;

n: numarul de puncte in care se calculezi solusia, intreg;

{
X[0]= Xo; Y[O]= Yo; h=const;
pentrui = 1,...n

calculeaza X[i]= X[i -1] +i*h;

calculeza

v[i]= y[i-1]+ 0.5*h*(f[ X[i-1].y[i-1])+ f( x[i-1]+h, y[i-1]+h*f(X[i-
1] y[i-

} 1)));

Solugiile numerice sunt  X[i], y[i] , i=0,1,2,...n;

}

}

8.1.3.1.3. Implementarea algoritmului 8.2

/* Functia care implementeaz; algoritmul de rezolvare a ecuariilor
diferensiale ordinare prin metoda Euler Tmbunatarita.
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*/
void EULERIED( double(*f)(double x, doubley),
double x0,
double y0,
double pas,
int nrp,
double sol[])
L
inti;
sol[0] =Y0;

for(i=1;i<=nrp;i++)

sol[i]=sol[i-1] +0.5* pas* ( f(x0+ (i-1)* pas,

sol[i-1] )+ f(xO+i* pas,sol[i-1] + pas* f(x0+ (i-1)* pas,sol[i-1])));
}

8.1.3.2. Metoda lui Euler modificata

Tn cadrul acestei metode nu se mediaza pantele, ci se evalueaza panta intr-un punct
care reprezinta media a doua puncte. Consideram curba din figura 8.3 in care se da
punctul initial prin care si treaca curba solutie a ecuatiel diferentiale si dorim si
determinam cel de al doilea punct a solutiei. Prin punctul ( x,,,y,,) dat, cunoscut sau
determinat, se duce tangenta MH si se determina pe aceasta tangentd punctul H de
coordonate (Xm.1, Yme1)

TangentaMH are ecuatia

Y=Ym+ f(xm:ym)(x_xm) (834)
Prin intersectia cu dreapta x = x,, +h rezulta coordonatele punctului H
(erl =Xm+h, Y1 = Ym 1 (X, Yin) (835)

prezentat in figura (8.3).
M etoda face media coordonatelor punctelor M si H si determina punctul

h h
P(xp =Xm*t5. Yp ZYm+§f(vaym)j (8.36)
Se calculeaza panta solutiel y Tn acest punct P si rezulta:
h h
Z, = f(xm+z, ym+§f(xm,ym)j (8.37)

Se scrie ecuatia dreptei care trece prin M de panta z,, si o intersectam cu drespta

Y=Xm1 = Xn+h
Dreapta MN are ecuatia:

h h

y:ym+f(xm+§, ym+§f(xm,ym))(x—xm) (8.38)

Prin intersectiacu dreapta x = X,,; = X, + h rezulta ordonata:
h h
yrmlzym"'hf[xm"'zl ym+Ef(Xm’ym)j (839)

care reprezinta formula de calcul aordonatelor solutiei ecuatiel diferentiale.
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X

o~
—

a

m+1
Fig.8.3.Calculul grafic al solutiei ecuatiei diferentiale prin metoda lui Euler modificata.

Aceasta metoda di aceleasi solutii ca si metoda lui Taylor pani la h? deci este o
metoda Runge-Kutta de ordinul doi.

Xm+h/2
8.1.3.2.1. Algoritmul 8.3. Metoda lui Euler modificata

{Variabile

Xo. abscisa punctului prin caretrece graficul soluriei, real;
Yo. ordonata punctului prin care trece graficul solusiei, real;
h: pasul intre abscisele punctelor de calcul ale solusiei, real
ordonatele solusiel numerice, vector;

abscisele solusiei numerice, vector;

numarul de puncte ale soluriei, Tntreg;

{
X[0]= x; Y[O]= yo;
pentrui = 1,..n
{
calculeaza X[i]= X[i -1] +i*h;
calculeza
vyl i]=y[i-1]+ h*f( x[i-1] +0.5*h, y[ i-1]+0.5*h*f(x[i-1] ,y[i-1])) ;
}

Solugiile numerice ale ecuariei sunt x[i], y[i], i=0,..n;

}
}

8.1.3.2.2. Implementar ea algoritmului 8.3
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/* Funcfia care implementeaz; algoritmul de rezolvare a ecuariilor
diferensiale ordinare prin metoda Euler modificata.

*/
void EULERMED( double(*f)(double x, doubley),
double x0,
double y0,
double pas,
int nrp,
double sol[])
L
inti;
sol[0] =Y0;

for(i=1i<=nrp;i++)
sol[i]=sol[i-1] + pas* f(x0O+ (i-1)* pas+ 0.5* pas,sol[i-1]

+0.5* pas* f(x0+(i-1)* pas,sol[i-1]));
}

vvvvv

Ambele metode au formula de calcul a ordonatelor solutiilor ecuatiel diferentiale

Ymi1 = Ym+h-u (8.40)
unde u este pantaz, sau vy care poate fi scrisa astfel:

u=ayf (X, Ym) + @5 f (X +b0, v, +bo0) Y, (8.41)
unde ym =f (Xm’ ym)

Pentru valorile a, = a, =% si b;=b,=1 avem pantaz.,, in cazul aplicarii metodei

Euler Tmbunatatita, iar pentru valorile: a, =0,a, =1si b =b, =1/2 avem panta
Vm, Th cazul aplicarii metodei Euler modificata.
Dezvoltam in serie Taylor functia f(x,y) Tn jurul punctului (x., y,,), dezvoltare
prezentati Tn expresia (8.26) unde O(h?) este restul si facem substitutiile:
X=Xp+bh si y=y,+b,hf
n aceasta expresie:

f(Xey + D11, Y +0,h) = £ +byhf +bohif, +O(h?) (8.42)
Expresialui u conform formulei (8.41) devine:
u=ayf +a,f +a,byhf, +ayb,hff, +O(h?) (8.43)

Tnlocuind in formula (8.40) de calcul avalorilor functiei solutie a ecuatiei diferentiale
rezulta:

Yini1 = Yon + D@0+ 8,)  + h(aghy fy +a,, 1, )]+ O(n?) (8.44)
Daca comparam aceasta formula (8.44) cu formulalui Taylor (8.30) rezulta:
a,+a,=1; a,b =a,b, :1; (8.45)

2
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Deoarece avem trei ecuatii cu patru necunoscute, alegem in mod arbitrar una din ele si
exprimam pe celelalte functie de aceasta. Luam a, = w si rezulta
1
a,=1-w, b —b, -~ 8.46
s by =y = - (8.46)
Formula de calcul (8.44) devine:
h h
Ymer = Y + N[ (1= W) (X, Vi) + W (xm ot It o f (X ym)ﬂ n O(h3) (8.47)
Expresia (8.47) reprezinta formula de calcul a metodei Runge-Kutta de ordinul doi

obtine metoda lui Euler modificata. Eroarea de trunchiere este:
er ~k-h? (8.48)
Tn mod analog se pot dezvolta metodele Runge-K utta de ordinul trei si patru.

8.1.4. METODA RUNGE-KUTTA DE ORDINUL PATRU

Formula de calcul numeric asolutiel ecuatiei diferentiale (8.1) este data de expresia
(8.49)
X1 = Xm +N

h
Y1 = Ym +E[k1 +2k, +2kg + k4] (8.49)
unde
kl =f (va ym)
h h
kp=f (xm 5 ¥mt5 klj (8.50)

k=t (xm +g Ym +g kz)

ky=f (X +, Yo +ks)
Eroarea de trunchiere a metodei este:

er ~k-h® (8.51)
8.1.4.1. Algoritmul 8.4. Metoda Runge-Kutta de ordinul 4

{ Variabile

Xo :abscisa punctului prin caretrece solusia, real;

Yo : ordonata punctului prin caretrece soluria, real;

h : pasul intre abscisele punctelor de calcul ale soluriei, real;
y : ordonatele solufiel numerice, vector;

X : abscisele solufiei numerice, vector;

n : numarul de puncte in care se calculeazi solugia, ntreg;
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{
X[0]= Xo; Y[O]= Yo
pentrui = 1,...,n

calculeaza X[ i-1]=xgt+i*h;

calculeza

ko= f(x[i-1],y[ i-1]);
calculeaza

ko= f(x[ i-1]+0.5%h, y[ i-1]+ 0.5%h*ky);
calculeaza

ks= f(x[ i-1]+0.5%h, y[ i-1]+ 0.5%h*ky);
calculeaza

ke= fO i-1]+h, y[ i-1]+ h*ky);
calculeaza

y[i1=yi —1]+g(k1 +2k, + 2k, +k,);
}
Soluriile numerice ale ecuaviel sunt X[ i ], y[i], i=1,2,...n;
}
}

8.1.4.2. Implementarea algoritmului 8.4

/* Functia care implementeaza algoritmul de rezolvare a ecuayiilor
diferensiale ordinare prin metoda Runge-Kutta de ordinul 4.

*/

void RK4( double(*f)(double x, doubley),
double x0,
double y0,
double pas,
int nrp,
double sol[])

{

inti;

double k1,k2,k3,k4;

sol[ 0] =x0;

for(i=1;i<=nrp;i++)

{

k1=f(x0+ (i-1)* pas,sol[i-1]);

k2=f(x0+ (i-1)* past+ 0.5* pas,sol[i-1] + 0.5* pas*k1);
k3=f(x0+(i-1)* pas+0.5* pas,sol[i-1] + 0.5* pas*k2);
k4=f(x0+i* pas,sol[i-1] + pas*k3);

sol[i]=sol[i-1] + pas* (k1+2*k2+2*k3+k4)/6.0;
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Concluzie: Putem spune despre metodele Runge-Kutta ci sunt metode cu viteza de
calcul mare, deoarece calculul unui punct curent de pe curba solutiei se face numai cu
valorile calculate la punctul precedent. Precizia metodelor depinde de eroarea de
trunchiere.

Daci consideram ca in punctul x=x,+h valoarea exactd a solutiei este y,,, cu
metoda clasica de ordinul unu rezulta:

Y = Y 4+ kh? (8.52)

unde yﬁ,ﬂ‘) arata ca y,, s-acaculat cu pasul h. Se repeta calculul pentru pasul h/2 si
avem

h2
Ym =Y 2+ k(;} (8.53)
Din egalitatearelatiilor (8.52) si (8.53) rezulta:
3
D - y? e
iar eroarea de trunchiere devine:
4
er ~ kh? = E(yr(nhlz) - yf:)) (8.54)
Aplicand metodele Runge - Kutta de ordinul doi rezulta:
8
e ~ kn® ==y - y) (8.55)

Metoda Runge - Kutta de ordinul patru are o eroare de trunchiere care poate fi
. . 32
estimati cu relatia: ey ~ kh® = a(yfnh’” —y) (8.56)

dedusi prin acelasi procedeu casi la metoda Runge - Kutta de ordinul intai.

Tn anumite conditii metodele Runge - Kutta pot da rezultate foarte imprecise chiar
daca erorile de trunchiere si rotunjire sunt mici. Aceasta se datoreaza faptului ca
erorile de trunchiere sau rotunjire pot creste odata cu x. Acest fenomen, care apare
referitor la devierea mare a solutiei a primit denumirea de instabilitate parfiald,
autorul fiind Mayers D.F. Tn acest caz instabilitatea depinde de ecuatia diferential,
algoritm si dimensiuneaintervalului.

8.1.5. METODE PREDICTOR-CORECTOR

Aceste metode prezic o vaoare pentru solutie la pasul m+1, y..,, apoi se

utilizeaza o formula pentru corectia ei. Formula de corectie se poate utiliza de mai
multe ori pentru recorectari. Acest proces de iteratie poate fi facut eficient daca se
alege dimensiuneaintervalului pentru un numar minim de iteratii.

Consideram formula predictor- corector de ordinul doi:

YO = Vg + 20 (X Y (857)
in careindicele (0) aratd primaestimare alui y,,; -

Deoarece este necesar Si Se cuUNoasci un punct anterior lui Xy Se utilizeaza pentru
pornirea metodei, metoda Runge-K utta de ordinul doi.
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Xm+1: ym+1

y = y(x)

!
i |
]
|

S X

Fig. 8.4 Determinarea grafica asolutiei prin metoda predictor - corector

Punctul prezis de prima estimare se calculeaza astfel: se duce tangenta ET, Tn punctul
E(Xq,,Ym) dupa care se duce coarda FR paralela cu tangenta ET prin punctul

F(Xm1,Yma)§i intersecteaza dreapta x = X,,; N punctul P(x.1,y%) obtindndu-se
prima valoare prezisi la estimarea zero. Se poate Tmbunititi valoarea y°,, daci se
considera panta Tn punctul (X.,.;.yo) si Se face media cu panta in  (x.,.y,). Prin
punctul (x.,.Yy,) ducem o coarda cu aceastd panta care intersecteaza dreapta x = X4

n punctul (xml,yr(rﬂl) unde yf}il este estimarea de ordinul 1. Continuand acest
procedeu se poate estima valoarea lui Yr(r'f+)1 péni lao valoare k, pania cand

[V~ y| < 2 (858)
unde £ este 0 eroare impusa.
Cupanta f(Xn,Yn,) dinpunctul E se duce coarda prin F
Y=Yma1t f (Xm’ ym)(x_ le) (859)
Punctul de abscisa x,,., pe aceasti coarda are ordonata

y,(ﬂl = Y1 +20f (X, ¥y,) Care reprezinta primaestimare a solutiei.

Ducem prin E coarda de panta

1
2= 5t i)+ £ X %)) (8.60)
Punctul de abscisa x,,., pe aceastd coarda are ordonata
h
YL = Yo + g[f (Xm ,ym) + f(xm .yﬁ?ﬁl)] (8.61)
Procedand Tn mod anal og pentru a k-a estimare avem
h -
Vo = Y+ 5 £ (X Yo + £ (X 352 )| (8:62)
Daca y,(T‘;)l yﬁﬁll) |< € unde £> 0, (8.63)

oricdt de mic, iteratiile se opresc. Relatia (8.63) este satisfacuti cand metoda
predictor-corector este convergenta.
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h
Voos = Y2 =2 [ s id )= (s i) | (8.64)
Aplicand teoremavalorii medii obtl nem
h ﬁ [k— 1] [k— 2]
unde ‘;—f esteevaluataiin X=Xy, sl ye yfr':;ll),yr(r'ﬁl].
y
Daca g—; este marginita de M >0 astfel ca
M (8.66)
oy
rezulta [ y8h v [ <20 |yl -yin?) (867)
Anaog
h M g
|y(k1) (k2)| < M | (k2) r(Tl;?i) (8.68)
hM
s |y 5t < (M) e - i), (869
Continuand calculul prin acest procedeu se ajunge larezultatul:
[y s < () %y, o, (8.70)
Daca dimensiuneaintervalului h este bine aleasi adica h< % (8.71)

atunci metoda este convergenta. Viteza de convergenta este cu atét mai mare cu cét h
este mai mic.
8.1.5.1. Eroarea detrunchiere a metodei predictor-corector

Pentru determinarea erorii de trunchiere se dezvolta in serie Taylor functia y(x) in
jurul punctului x = x,

y(x) = y(xm)+ yl(xm)(x-xm)+ y (me) (x—xm)2 +%(x—xm)3y"' (¢ @®72

unde X< EL Xy
Considerdnd X=X, = X, +h rezulta:
h? . h® ..
Wkoer) =30+ 2 5 oy )+ oy () ©73)
unde Xm < &1 < X
Pentru X=Xm1 = X —h rezulta:

Y A o T M PV S LV (6.74)
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unde Xm1 < € 2 <Xy
Scazand din expresiile (8.67) si (8.68) rezulta:
h® .
y(x,ml): y(xm1)+2h yl(xm)+?y (5) (8.75)
stiind ca

M -y (5) unde Xpg < &< Xpeg

Comparand (8.69) cu (8.57) rezulta ci eroarea metodei predictor- corector este :

3
ol % y' (&) unde Xy < E< Xy (8.76)

Formula (8.61) este analoaga formulei de laintegrarea prin metoda trapezului unde am
determinat eroarea

h® .
eld = -5V (h) unde X3 <h<Xp., (8.77)
Calculam valoarea adevirata y,, in punctul &q,
h? ..
Ym =Y + 5" (¢) (8.78)
iar dupa (8.71) avem
h? ..
Y=Y —35 ¥ () (8.79)

Scazénd relatiile (8.72) si (8.73) rezulta:

3
y® _yo _ % [y (h)+4y" (5)]

Considerand y~ aproximativ constant pentru  X,,; < X< X

se obtine:
5h® ..
TR L
Sau
h® . 1
o) = -5y = 5[y - v (8:80)

Convergenta metodel este mai rapida cu cdt h este mai mic. Numarul de iteratii nu
trebuie sa fie mare. Exista dovezi care arata ca cel mai eficient numar de iteratii pentru
metoda predictor-corector este doi.

8.1.5.2. Algoritm 8.5. Metoda predictor-cor ector

{Variabile

Xo :abscisa punctului prin caretrece solusia, real;

Yo : ordonata punctului prin care trece solusia, real;

h : pasul intre abscisele punctelor de calcul ale solusiel, real;
y : ordonatele solufiei numerice, vector;

x : abscisele solusiei numerice, vector;
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n: numdarul de puncte in care se calculeazz soluria, ntreg;

er : eroareadecalcul, real;

{
X[0]= X Y[0]= yo;
pentrui = 0,1,2,...,n
{

Y@ =y o+ 2¢hef (i1 yfi-1])
k=1;
repeta
calculeaza

Y = g + 057 £ (xialyfial) + [ 2]
k= kt+1;
pana cand
oo
}

Solufiile numerice ale ecuasiel sunt X[ i ], y [] i=0,1,2,...;

}
}

8.1.5.3. Implementarea algoritmului 8.5

/* Functia care implemeneteaz: rezolvarea ecuariilor diferensiale prin
metoda predictor-corector 1.

*/
void PRED_COR( double(*f)(double x, doubley),
double x0,
double y0,
double pas,
double eps,
int nrp,
double sal[])
{
inti;
double prec;
[* start */
sol[0] =y0;
sol[ 1] =sol[ 0] +0.5* pas* (f(x0,sol [ 0] )+ f(xO+ pas,sol [ 0] +
pas*f(x0+ pas,sol[0])));

for(i=2;i<=nrp;i++)
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sol[i] =sol[i-2] + 2* pastf(x0+ (i-1)* pas,sol[i-1] );

do
{
prec=sol[i];
sol[i]=sol[i-1] +0.5* pas* ( f(xO+ (i-1)* pas,sol[i-1] +f(x0+i* pas,prec));

}
while( fabs(sol[i]-prec)>eps);

8.1.6. METODA MILNE

Aceasta metoda foloseste o pereche de formule de precizare si corectare, utilizeaza
o integrare dupa metoda lui Simpson.

4h - : -
Yier = Yis + (?)(ZYk-z Ykt ZYk)
o (8.81)
Yier = Yia (Ej(ykl +4y + ylk+1)
Pentru aplicarea metodel din start trebuie cunoscute patru valori vy, Yy 1, Yi_2, Y3

care se obtin cu 0 metoda directa. Corectia solutiel se face pana cand diferenta dintre
doua valori consecutive ale solutiei Tntr-un punct devine mai mica decét o eroare ¢
impusa.

8.1.6.1. Algoritmul 8.7. Metoda lui Milne

{Variabile
Xo :abscisa punctului inizsial al soluriei, real;
Yo : ordonata punctului inisial al soluriei, real;
h : pasul dintre punctele soluyiei, real;
n : numarul de puncte in care se calculeazz soluria, ntreg;
{x[0]= X0, Y[O]= Yo;
pentruk=1,...3

2 h ;
{ calculeazi vy, =y + (E)[f(xm,ym) + f(Xm +hyp, + hym)] ;
i=3;
repeta
e AN oy oy
calculeazd yi. = Yis +( 3 (2yi2 - via +2v1);
=L
repetd
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_ N ' N
calculeaza Y.(Jr]l = VYi1 +(§)[Yi-1+ Yi +(yi(+]11)) j ;
j=j+L
pana cand

(i)

Yisr = Yie1 | <€>0

i=i+1;
pana cand i=n;
}
valorileunicealesolusiei sunt y; , i=1, 2,.., n
}
}

8.1.6.2. Implementarea algoritmului 8.7

/* Functia care implementeaz: metoda de rezolvare a ecuayiilor
diferensiale ordinare prin metoda Milne

*/

void MILNE( double(*f)(double x, doubley),
double x0,
double y0,
double pas,
double eps,
int nrp,
double sal[])

L

inti;

double prec;

[* start */

sol[0] =y0;

for(i=1;i<=3;i++)

sol[i]=sol[i-1] +0.5* pas* ( f(xO+ (i-1)* pas,sol[i-1])
+f(x0+i* pas,sol[i-1] + pas* f(x0+ (i-1)* pas,sol[i-1] )));

for(i=4;i<=nrp;i++)

sol[i] =sol[i-4] +4* pas* ( 2*f(x0+(i-3)* pas,sol[i-3])
-f(x0+ (i-2)* pas,sol[i-2] )+ 2* f(x0+ (i-1)* pas,sol[i-1]))/3;
do
{
prec=sol[i];
sol[i]=sol[i-2] +pas* ( f(x0+ (i-3)* pas,sol[i-3])
+4*f(x0+ (i-2)* pas,sol[i-2] )+ f(x0+i* pas,sol[i]))/3;

}
while( fabs(sol[i]-prec)>eps);
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8.2. INTEGRAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE
ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI SI A
ECUATIILOR DIFERENTIALE DE ORDINUL DOI

Ecuatiile de ordin superior cu conditii initiale se referd la un sistem de ecuatii
diferentiale de ordinul intéi.
Consideram ecuatia diferentiala de ordinul n de forma:

F(x,y,y’ Yo ,y(")):o (8.82)

cu conditiileinitiae:
X=Xo, Y=Yor ¥Y'=VYg e Y =y (8.83)
Aceasta ecuatie diferentiala poate fi scrisi sub forma unui sistem de ecuatii

diferentiale de ordinul Tntéi cu n functii necunoscute.
Pe langa functia cautatd y(solutia ecuatiel) mai introducem (n-1) necunoscute

auxiliare: Y1, Y2y oo Y (8.84)
legatede y prin ecuatiile:
dy dy1 dy2 dyn—Z
=y, =y, =y, ..., oy 8.85
dx ' dx 2% dx  ® dx i (889
Se observa ca
d“y _
=—2_ 8.86
yk ka y ( )
Ecuatia (8.82) o putem scrie sub forma
y(”):f(x,y,y' Y ,...,y(”'l)) sau
dy (8.87)
= = (X, Y, Y10 Y20 s Yna)

dx
Ecuatiile (8.87 ) si (8.85) formeaza un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intéi
cu n functii necunoscute. Dintre ecuatiile sistemului numai ultima are o forma mai
generala, celelalte fiind mai speciae.
Conditiile initiale ale sistemului vor fi:
pentru x = x,, rezulta

Y =V6=Yi0.Y =Yo =Y V™ =W = Y0 (8:88)

Pentru fiecare ecuatie se poate aplica una dintre metodele studiate pentru ecuatiile
diferentiale de ordinul Tntéi. Daca aplicam metoda Runge - Kutta de ordinul patru se
pleaca de la ultima ecuatie (8.89) spre primadin (8.88).

Pentru i = 0,1,2,. .., p rezulta:
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ysl'fll) y(') + 6(k("_l) + 2k(”_1 + 2k(”_l) + k(”_l))

yl(1|+21) yl(:)2+ (k(n 2) +2kén 2) +2k3n 2) +k(n 2))

Y — y® +%(k1(1) T+ 2k® 4 2k ¢ ké(ll))

(i+1)

y =y +%(kl + 2K, + 2K; + k4)

unde

T =t (x, ", yé'), - y8)

k§™™ = hf| x; +—,y.(') y(" e Y

k(™Y = hf YIS

vyl +_l Y1 2 ' 2
k{™ = hf (xi +hy + kg, v + kP, yP 1 kP y D)

kl(n—Z) hy(l)

w2 _ [0, K"
k2 yn1+ 2

Analog se calculeaza si celelate valori ale lui k si dupa inlocuire

k 1) 0 k(n—l)J

& (n-1)
[ ke i K M, k' ]

(8.89)
(8.90)

+ ké“’l))
(8.91)
in y'"*! se obtine

formula de recurenta pentru calculul solutiilor numerice ale ecuatiei diferentiale.
Cazul general de tratare a problemei este foarte laborios, dar pentru cazul unei
ecuatii diferentiale de ordinul doi sau trei, caculele se simplifica mult. Pentru o

ecuatie de ordinul doi

(8.92)

(8.93)

y =t(x.y.y),
rezolvatd cu metoda Runge - Kutta de ordinul patru, rezulta sistemul de ecuatii de
ordinul trei:
dy,
—=f XY,
X (X, ¥, 1)
dy _
i Y1

corespunzator lui (8.84) si (8.85).
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yieD (kll +2kJ +2k3 + ki)

(8.94)
Yier =Y, +E(k1 +2k2+2k3+k4)
unde
ky = hf (X, Yi ¥1)
. h k %
K, =hf| x+—= ,y+—=, y1+ —
2 [XI 2 y 2 yl 2 J
8.95
kg=hf +ﬂ L) i+Q o
3= 5 Yi > Y1 5
ky = hf (x; + h, y; + ks, yi +k3)
klthi
k.
k,=h (Y1 21)
) (8.96)
ks=h|y; —2)
3 (Y1+ >
ky = h(y; +ks)
Tnlocuind (8.95) 1n (8.94) rezulta formulele de calcul:
Yier =Y +%(kl +k2+k3) i=012,..,n
unde
yfﬂ) = yf) +%(k1+2k2 +ks +Kky)
k= hf(xi i ,yf))
X+ O | 8.97
—,y.+ y1,y1 t (8.97)

2 2

hf(X.+D,y.+ y! +hk1,y§) kzj

=hf| x+h,y, +hy1 +hk2,y£)+k3j

8.3. REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
DIFERENTIALE CU DERIVATE PARTIALE
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Vom considera ecugtiile diferentiale cu derivate partiale de ordinul doi de doua
variabile ce au forma generala:
5u
oX &

5 52 0 0
a(x,y)a—xl;+2b(x,y) +c(x,y)a—;+d(x,y)a—:+e(x,y)§—yu+ f(x,y) u=0

(8.98)

unde a(x,y), b(x,y), c(x,y), d(x,y), &(x,y), f(x,y)
sunt functii date Tntr-un domeniu plan D. Functia necunoscuta u(x,y) si derivatele
partiale apar in ecuatie la puterea intéi. Ecuatia are proprietatea ca dacid u,(x,y) si
U, (x,y) sunt doua solutii ale ecuatiei, atunci si combinatialiniara

C Uy +CyU, (8.99)
este tot o solutie a ecuatiel undec; si C; sunt constante. Aceste tipuri de ecuatii se
clasifica dupa semnul valorii determinantului atasat formulei (8.98).
a(xy) bxy)
b(xy) c(xy) (8.100)
1. Daci A > 0 ecuatiase numeste detip eliptic
2. Dacid A < 0 ecuatia se numeste de tip hiperbolic
3. Dacid A = 0 ecuatia se numeste de tip parabolic

8.3.1. METODA DIFERENTELOR FINITE

Aceasta metoda consta in acoperirea domeniului D si o frontiera alui C, cu o retea
de drepte paralele cu axele de coordonate. Pasii retelei sunt constanti, de valoare h
pentru axa Ox si de valoare k pentru axa Oy. Nodurile retelel se impart si ele in doua
categorii: una n care punctele au toate vecinele n interiorul lui D si a doua pentru
care cel putin unul dintre vecinele lui este exterior domeniului D si aceasta formeaza
frontiera C, a retelei. Se aproximeaza derivatele partiale de ordinul unu si doi din
ecuatia (8.98) cu diferentele finite corespunzatoare:

22U N u(x+y,y)—2u(x+y)+u(x-h,y)

ox? h?
Pu u(xy+h) - 2u(xy)+u(x y-h)
ay® k?
Pu__u{xrhyrh) - u(xy+h) - u(xh y)+u (x,y) (8.101)
ox3y hk
ou _u(x+hy)-u(xy)
ox h
du _u(xy+k)-u(xy)
E

Ecuatia (8.98) scrisa cu gjutorul diferentelor finite devine
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1

k2a+2h2c+ 2hkb+hk2d+kh2et+ k2h? f

+h%cu(x, y+k) + k?cu(x, y-k) + 2khbu( x+h , y+k) — 2khou(x , y+k) — 2kh bu(x+h , y) +

+k2hdu(x+h , y) + khZeu(x, y+h)]

u(x,y)= . [k%au(x+h,y)+k?au(x-h, y)+

(8.102)
Pentru cazul egalititii valorilor pasilor h = k Tn ecuatia obtinuta (8.102) rezulta:
1
u(x,y) = a3 or2 bl arn arn T [au(x+h,y)+au(x-h,y)+cu(x,y+h)+
+cu(x,y-h)+2bu(x+h, y+h) - 2b u(x, y+h) -2 b(x+h , y) + (8.103)

+hdu(x+h,y)+heu(x, y+h)]
Daca se considera reteaua prezentata in figura 8.1 si se tine seama de conditiile la
limita, atunci pentru nodul (1,1) se obtine ecuatia:
1
uLy = —
2a, +2¢, + 2b, + hd; + he; + h“ f; (8.104)
[alu(z,l) +¢,(12) + ¢ +2bu(2.2) - 2b,u(1,2) - 2byu(2) + dyu(22) + eu(lLZ)]

unde am considerat h=k=1 pentru reteaua din figura 8.5. Procedand la Tnlocuiri Tn
fiecare punct @ domeniului D se obtine un sistem din care calculam valorile functiei
solutie a ecuatiei (8.98). Functie de semnul lui A se rezolva tipuri de ecuatii eliptice,
hiperbolice sau parabolice.

Pentru a(x,y)=1, b(x,y) =0, c(x,y)=1, d(x,y) =0, &(x,y)=0, f(x,y) =0 rezultd o
particularizare a ecuatiei (8.98) obtinandu-se ecuatia lui Laplace.

y A LUx,m)=0

Uiy =1 Uln,y)=0

U, 0)=0 x
Fig 8.5 Reteaua domeniului functiel solutie si conditiile lalimita

8.3.1.1. Ecuatia lui Laplace

2 2
U, 7Y o (8.105)
axs Jy
Aplicand relatiile 8.101, ecuatia lui Laplace se scrie functie de diferentele finite astfel:

u(x,y) = %[u(x+h JY)+u(eh, y) +u(x, y+h) + u(x, y-h)] (8.106)
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Consideram reteaua din fig.8.6 si NOtam Cu Uy1, Usa, Uz, Upg, Upp, Ups, Usy, Usp, Usz

u(0,4,y)=0

y
u(x, 0,4)=0

0,4

0,3 Uiz U1o Uiz

u (0, y)=0 0,2 Upp | U2 Up3

Uz Uz2 Uss
0,1

0 0ol 02 03 04 X
u(x,0=1

Fig.8.6 Reteaua domeniului functiei si conditiilelalimita pentru ecuatia lui Laplace.

valorile functiei in punctele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Se obtine sistemul (8.107) care este
un sistem iterativ de tip Jacobi (Capitolul 3).
Prin rezolvarea recursiva a sistemului, rezultd valorile functiel solutie a ecuatiel
diferentiale cu derivate partiale Laplace in punctele retelei. Reteaua se poate redliza cu
un pas mai mic ceea ce duce la un sistem cu multe ecuatii si necunoscute, determinand

valorile functiei solutie in punctele mai fine ale retelei.

Uss =%(O+ 0+0+0+0+ Uy +0+Uy, +0+0)

Uy :%(0+ Uy +0+0+0+0+0+0+0+1)

Uy :%(ull+0+ Uz +0+ Uy +0+0+0+0+1)
Uns :%(0+ Uy +0+0+0+Uy+0+0+0+1)
Uy, :%(u11+0+0+ 0+ Uy +0+ Uy +0+0+0)
Uy, :%(0+ Uy + 0+ Upy + O+ Upz + 0+ Ugy + 0)
Upg :%(0+0+ Uz + 0+ Uy + 0+ 0+ 0+ Ugz + 0)
Uy =%(0+0+0+ Uyy +0+0+0+Ug, +0+0)
Usp :%(0+0+ 0+ 0+ Uy + 0+ Ugy + 0+ Ugg +0)

U, = %(0+0+ 0+ 0+ Uy + 0+ Ug; + 0+ Ugg +0)

(8.107)
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8.3.1.1.1. Algoritmul 8.8. Ecuatia L aplace

{ Variabile

Isx:limita stAnga a domeniului pe Ox, realg;
Idx:limita dreapta a domeniului pe axa Ox, realg;
Isy:limita stAnga a domeniului pe axa Oy, reald;
Idy:limita dreaptaz a domeniului pe axa Oy, reald;
nrx:numarul de subintervale pe Ox, Tntreg;
nry:numgrul de subintervale pe Oy, intreg;
h:pasul pe Ox, real;

k:pasul pe Oy, real;

{calculeazi h=(ldx-Isx)/nrx;

k=h;

pentru i=0 pana la nrx

{

u(lsx +ih,0)=1;
u(lsx+ih,ldy)=0

}

pentru j=1 pana la nrt
u(0,Isy + jk)=0;
u(ldx,Isy + jk)=0;
}

pentrui=1 pana la nrx
pentru j=1 pana la nrt

{

calculeaza
u(x; , yj):%(u(lsx+(i +1h,Isy + jh) + u(lsx + (i —=1)h,Isy + jh)

+u(x+ih,Isy + (i +1)h) + u(lsx + ih,Isy + (j —1)h)
}

congtruieste sistemul iterativ si -1 rezolva cu metoda lacobi sau
Gauss-Sidel
tipareste u; pentrui=0 pana lanrx

j=0péana lanrt;

}

8.3.1.1.2. Implementarea algoritmului 8.8

/*
Funcria care implementeazi metoda de rezolvare a ecuayiilor
diferensiale detip eliptic

*/

void ELIPTIC( int ord,
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double Domeniu[][NrMax]
)
{
inti,j,nrp,lung;
double mat[ NrMax] [ NrMax] ;
lung=ord-2;
for(nrp=1;nrp<=ord*ord-4* ord+4;nrp++)

for(i=1i<=ord-2;i++)
for(j=1;j<=ord-2;j++)
{

if ((nrp/lung==(i-1)) && (nrp%lung==j))
{

mat[i][j]=-1;
mat[i-1] [j]=mat[i+1][j]=mat[i] [j+ 1] =mat[i] [j-1] =0.25;

}
else mat[i] [j] =0;

8.3.1.2. Ecuatii diferentiale cu derivate partiale detip parabolic

Vom considera ecuatia caldurii ntr-o bara de lungime | ce reprezinta o ecuatie cu
derivate partiale de tip parabolic:
1 du 2u
——-—=0 8.108
a? ot ox? ( )
u(x,t) reprezinta temperatura functie de coordonata punctului si timp. Prin schimbarea
devariabilat= a’t ecuatia (8.108) se pote scrie:
Ju %
—-—=0 8.109
T (8.109)
Pentru rezolvarea ecuatiel se aplica metoda diferentelor finite pe reteaua prezentata n

figura (8.7) cu pasii h:lﬁ pe axa Ox si k=nh? pe axa Ot. 7=1/6 reprezinta

constanta pentru care eroarea este minima daci rezolvarea se face cu metoda
diferentelor finite.
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0 ' ' X

Fig.8.7.Reteaua domeniului pe care se integreaza ecuatia diferentiald cu derivate
partiadle de tip parabolic.
Presupunem date conditiainitiala u(x0) = f(x) si conditiile lalimita:

u(0,t) = s(t), u(1t) = z(t).
Ecuatia (8.109), scrisa cu diferente finite, devine:

U g —U i Ui —2U +U_q
i,j+1 . i,] _ i+1,] 2|,] i-1,] (8110)
n.h h
Din ecuatia (8.110) se deduce formula de calcul avaorilor functiei Tn punctele retelei:
1
Uij+1 :g(ui—l,j +AU;  + Uiy ) (8.111)

Pentru calculul valorilor functiei setine seama de conditiileinitiale si de cele lalimita.

8.3.1.2.1. Algoritmul 8.9. Ecuatii cu derivate partiale detip parabolic

{Variabile
Isx:limita stAnga a domeniului pe Ox, realq;
[dx:limita dreapta a domeniului pe axa Ox, reald;
Ist:limita stAnga a domeniului pe axa Ot, reala;
Idt:limita dreapta a domeniului pe axa Ot, reala;
nrx:numarul de subintervale pe Ox, ntreg;
nrt:numarul de subintervale pe Ot, Tntreg;
h: pasul pe Ox, real;
k: pasul pe Ot, real;
{pentru i=0 pana la nrx
calculeazi vy = f (Isx+i*h);
calculeaza k=(1/6)*h;
pentru j=1 pana la nrt

calculeazi ug; = s(Ist + j* k) ;

calculeaza u; = z(Ist+ j* k) ;

}

pentru i=1 panda la nrx
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pentru j=1 pana la nrt

. 1 .
CaICU|eaZa uij :g(ui_l'j_l +4ui,j—l + ui+l,j—l) )

tipareste U, pentrui=0 pana la nrx
j=0 pana la nrt;

}

8.3.1.2.2. Implementarea algoritmului 8.9

/* Functia care implementeaz: metoda de rezolvare a ecuayiilor

diferensiale
cu derivate partiale de tip parabolic.
*/
void Parabolica( double (* F)(double),
double (* S)(double),
double (*Z)(double),
double lims,
double limd,
int nrx,
int nry,
double sol[][NMax]
)
{
intij;
double hk;
h=(limd-lims)/nrx;
k=h*h/6;

for(i=0;i<=nrx;i++)sol[i][O] =f(lims+i*h); /*pe orizontala dejos */
for(j=1;j<=nry;j++)

sol[O][j1=s(j*k); /* verticala stanga */
sol[nrxX][j]=2z(j*K); /*verticala dreapta*/

for(j=1j<=nry;j++)

for(i=1;i<=nrx-1;i++)
sol[i] [j]=(sol[i-1] [j-1] +4*sol[i] [j-1] +sol[i+ 1] [j-1] )/6;

8.3.1.3. Ecuatiile cu derivate partiale de tip hiperbolic

O ecuatie de acest tip este ecuatia oscilatiilor libere ale unei bare omogene finite:

2 2
%— 2%:0 (8.112)
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care are conditiile la initiale: u(x,0)= f(x) u(x0)=g(x), 0<x<I| si conditiile la
limita: u(0,t) = s(t),u(L,t) = z(t),0<t < oo . Se poate lua acelasi domeniu de integrare dat
in figura 8.7. Ecuatia cu derivate partiale (8.112) poate fi transcrisa cu gutorul
diferentelor finite, aplicate pe o retea dreptunghiulara de pas h-/n pe axa Ox si de pas
k intreg oarecare astfel:

Uijar =20 +Uij g Uipgj =205 +Ui_gj

2 a? = (8.113)
Daci sealegeh = ka, ecuatia (8.113) se simplifica laforma:
Ui jo1 =Uipgj — Ui joa t Ui (8.114)

Cu gutorul formulei de calcul (8.114) se obtin valorile functiei u(xt) Tn punctele
domeniului dat astfel cafunctiasi verifice ecuatia (8.112).

8.3.1.3.1. Algoritmul 8.10. Ecuatii cu derivate partiale detip hiperbolic

{Variabile

Isx:limita stAnga a domeniului pe Ox, realq;
Idx:limita dreapta a domeniului pe axa Ox, realg;
Ist:limita stAnga a domeniului pe axa Ot, reala;
[dt:limita dreapta a domeniului pe axa Ot, reald;
nrx:numarul de subintervale pe Ox, ntreg;
nrt:numdarul de subintervale pe Ot, intreg;
h:pasul pe Ox, real;

k: pasul pe Ot, real;

{

calculeazg h=—;
nrx

h
calculeazd k=—;
a

pentru i=0 pana la nrx
{

calculeaza U, = f(Isx+i* h);
calculeaza U, ;, =—k* g(Isx+i* h)+u,,
}
pentru j=1 pana la nrt
calculeaza Uy; = (Ist + j * k);
calculeaza U, = z(Ist + j* Kk);

}

pentru i=1 pana la nrx
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pentru j=1 pana la nrt

calculeazi uy = (u
pentru i=0 pana la nrx

ja T U T U )

pentru j=0pana lanrt tipareste U,

}

8.3.1.3.2. Implementarea algoritmului 8.10

/*
Functia care implementeaza metoda de rezolvare a ecuariilor
diferensiale cu derivate parfiale de tip hiperbolic

*/

void Hiperbolica( double (* F)(double),
double (* S)(double),
double (*Z)(double),
doublelims,
double limd,
int nrx,
int nry,
double a,
double sol[][NMax]

)

{

inti,j,ki;

double hk;

h=(limd-lims)/nrx;

k=Kk1;

for(i=0;i<=nrx;i++)sol[i][0] =f(lims+i*h); /* pe orizontala de jos */
for(j=1;j<=nry;j++)

sol[O][j]=s(j*k); /* verticala stanga */
sol[nrxX][j]=2z(j*K); [*verticala dreapta */
}

for(i=1;i<=nrx-1;i++)
sol[i][1]=sol[i+1][O] +sol[i-1][ 0] -sol[i][ O] + k*g(lims+i*h);
for(j=2;j<=nry;j++)
for(i=1i<=nrx-1;i++)
sol[i][j]=(sol[i+1] [j-1] -sol[i] [j-2] +sol[i-1] [j-1] );
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8.4. APLICATIE

Se considera un circuit RL in serie aimentat de o sursa de curent alternativ
e=10cos(1007t) V, f =50Hz, prezentat in fig.(8.8).

iy

@ L
]

Fig.8.8. Circuitul R,L

o

Cunoscénd R=10£2, L=10mH si ci lat=0i=0, si se calculeze valorile curentului la
t=0.001; 0.002; 0.003; 0.004; 0.005; 0.006; 0.007; 0.008; 0.009; 0.01s.
Se aplica circuitului electric legea a doua a lui Kirchhoff si se obtine ecuatia
diferentiala
Lﬂ +Ri=e
dt

Rezultatele obtinute prin metoda lui Euller modificata sunt prezentate in tabelul (8.1)

Tabelul 8.1
{[s] i[A]
0.0000 0.00000
0.00100 0.48770
0.00200 0.65941
0.00300 0.63249
0.00400 0.447665
0.00500 0.24065
0.00600 - 0.03564
0.00700 -0.31683
0.00800 -0.57124
0.00900 -0.77188
0.001000 -0.89808
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REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
INTEGRALE*

Ecuapiile integrale sunt ecuapii Tn care funcpia necunoscuté se gase’te sub semnul
integralei. Ecuapiile integrale liniare se clasificd in funcpie de tipul limitelor de
integrare % modul de aparipie in ecuapie afuncpiei necunoscute astfel :

1 - ecuapii integrale la care limitele de integrare sunt constante ° se humesc ecuapii

detip Fredholm;

2 - ecuapii integrale lacare o limita de integrare este variabil& % se numesc ecuaii

detip Volterra

Tn ambele cazuri, daca funcpia necunoscuta este numai sub integrald, spunem ca
ecuapiile sunt de spepa intéia, iar daca funcpia necunoscuta este % in afara integralel,
spunem cé ecuapiile sunt de spepa a doua.

Ecuatii | detip Fredholm| Tore

i spepa |l

integrale

liniare detip Volterra spepal
spepa |l

9.1. INTEGRAREA ECUAPIElI FREDHOLM
NEOMOGENA DE SPEPA A DOUA PRIN
METODA APROXIMAPIILOR SUCCESIVE_

Se considerad ecuapia:
b
o(x) = f(x)+ 2] S(x, y)o(y)dy (9.1)

unde f ° Ssunt funchii date, ¢ este funchia necunoscuta pe care o determindm % A
un parametru numeric suficient de mic, astfel ca pentru Tnceput poate fi aproximata

solupia :
@ (x) = f(X) (9.2)
Se obpine formula de recurenpa

*Bibliografie[12], [17], [18], [22]
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P.(X) = () + 2] S(x, ) g (y)dy 93)

Pentru convergenpa Cirului de solupii aproximative se scad funcpiile (9.1) % (9.3)
obpindndu-se eroarea:

5(X) = 0(x) - 9, (X) = A] S(x, y) £, (Y)dly (9.4

Daca |x,y)|<M oricarearfi (x,y)e{[a,b]x[a,b]} atunci

A[[8(x Y)| 6 (y)dy < 2 S(b-a)E,, (95)

unde E, este maximul Ui |, (x)| din [a,b].
Convergenpa Cirului de solupii este satisfacuté daca
M(b-a) <1. (9.6)
Utilizand pentru integrare 0 metoda de cuadraturd cunoscutd se obpine din ecuapia
(9.3) ecuapia:
b n
0 = T+ 2] S y) p(y)dy = £, + 1hY" AS(x.,y))e(y;)
a j=0
. 9.7
sau ¢ =f+1) Co, i=01..n
j=0
care reprezintd un sistem in necunoscutele ¢, . Sistemul se poate rezolva iterativ
aplicand formula de iterapie:
o=t +13C oY i=012..0 (9.8)
=0

Procesul deiterapie se continua pana cand
o o< ©9)

unde &> 0 reprezintd eroareade calcul .

9.1.1. ALGORITMUL 9.1. METODA LUI FREDHOLM

{Variabile

| : constanta ecuapiei ;

x: vectorul punctelor de pe Ox, real ;

y: vectorul punctelor de pe Oy, real ;

M : matricea punctelor formata de vectorul x iy ;

Ci; : valorile funcpiei cunoscute S(x,y) in punctele matricei M reale
Tnmulpité& cu ponderile din metoda cuadraturii, real ;

a: limita stingéd de integrare, reald ;

b: limita dreaptd de integrare, reald ;
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@, - valooarea inipiald a funcpiei solupie, real ;
fi : valorile funcpiel cunoscute Tn variabilele vectorului x, real ;
sum: suma parpiald, real ;
£ eroarea, real ;
n : numarul de puncte in care se calculeaza solupia, intreg ;
{po=a;
i=1;
repeta

(/’(ik) = Qo

k=1,
repeta
{ calculeazd f = f(x );
pentruj=1..n

{calculeazd sum = sum+ A* A *Sx .y, )* go(k"l)(xi);

(k+

calculeazd ¢ Y- f, + sum;

}
k=k+1;
(k)

pana cand W*l’ - ‘< e
i=i+1
panacand i = n;
tipérete solupia @,
}

(D =1 pandlan;

9.1.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 9.1. METODA LUI
FREDHOLM

{void Fredholm(double (*f)(double),
double (* S)(double,double),
doublelims,
double limd,
int np,
double lam,
double sola([]

)
{

double h,sum;

inti,j,sem,cont;

int niter=10000;

double eps=1e-15;

static double mat[ NMax] [ NMax] ;
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static double tI[ NMax] ;

static double solp[NMax] ;

h=(limd-lims)/np;

for (i=1;i<=npt+1;i++)
ti[i] =f(lims+ (i-1)* h);
sola[i]=0;
for(j=1;j<=np+1;j++)

}
if ((==1)||(G==np+1) ) mat[i] [j]=0.5*lam* h* {lims+ (i-1)* h,lims+

(-1*h);
else mat[i][j]=lam* h* Slims+ (i-1)* h,lims+ (j-1)* h);
I3
cont=0;
do
{
sen=1;

for(i=1;i<=np+1;i++)solp[i]=sola[i];
for(i=1;i<=np+1i++)
{
Sunm=0;
for(j=1;j<=np+1;j++)if(j!=i)sumt+=mat[i] [j]*sol p[j] ;
solali] = (tI[i]+sum)/(1-mat[i] [i]);

for(i=1;i<=np+1;i++) if(fabs(sola[i] -solp[i] )> eps)sem=0;
cont++;

while ((sem==0)& & (cont< niter))
}
9.2. INTEGRAREA ECUADPIEI DE TIPVOLTERRA

NEOMOGENA DE SPEPA A DOUA PRIN METODA
APROXIMAPIILOR SUCCESIVE

Fie ecuapia
p(x)= f(x)+ J S(x, y) p(y)ady. (9.10)

Diferenpafinita pentru ecuspia (9.10) este datA de relapia:
Ap = p(x) - p(x-h) = F(x) - f(x-h)+ th(s y) p(y)dy (9.11)

Aplicand o formul& de cuadraturé pentru integrala pe intervalul h rezulta :



208 Metode numerice Tn electronica

o —gia=fi—fig+ g‘ocij ?; (9.12)
Din aceastarelapie prin explicitarealui j; seobpine
1 i-2
@ = fi—f+Q+Cp) g + Z G o (913)
1-G; =0

Din ecuabiainipiald (9.10) rezulté ca ¢(a) = f(a) deci ¢, = f,. Caurmare, din ultima
relapie (9.13) rezulta:

__ 1 _fi+Gofo
» = 1-C, [ fi—fo+(1-Cyp) ¢0] T 1-C, (9.14)

Aceastd val oare este utilizata ca valoare de start pentru ecuapia de recurenpa (9.13) .

9.21. ALGORITM 9.2. METODA LUI VOLTERRA

{Variabile  _
n : numarul de puncte n care se calculeaza solupia , intreg ;
X : vectorul punctelor depeOx, real ;
y . vectorul punctelor de pe Oy, real ;
M : matricea punctelor formaté de vectorul x° vy ;
Cj; : valorile funchiei cunoscute S, y) in punctelein care se
calculeaza prin metoda cuadraturii imulpité& cu ponderile, real ;
fi : valorile funcpiei f(x ), real ;
h :intervalul deintegrare, real ;
@, :valoarile funcpiei solupie, real ;
¢ eroareadecalcul , real ;
sum: suma parpiala, real ;

{
sum=0;
calculeazd f;,fy;

. f1+Ciofp ]
calculeazd ¢, = i,
i=1
repeta

pentruj=0lai -2
{calculeazd sum = sum+ C; ¢, ;

calculeazagp, =
b
=i+ 1

panacand i = n;
Valorile funcpiei solupiesunt ¢, pentrui=1,...,n;

1
1-C; fi = fia+(1+Cij) @iy +sum|;
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}

9.2.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 9.2

{void Volterra(double (*f)(double),

double (* S)(double,double),
double lambda,
double lims,
doubleh,
int np,
double sola[]
)

{

inti,j;

double sum;

sola] 0] =f(lims);

sola[ 1] = (f(lims+ h)+ 0.5* f(lims)* S(lims,lims)* lambda)
/(10.5* S(lims+h,lims+ h)*lambda );
for(i=2;i<=np;i++)
{
SUM=0;
for(j=0;j<=i-2;j++)sum+=sola[j] * Ylims+i* h,lims+j* h)*lambda;
sum=sum-0.5* sola 0] * Ylims,lims)* lambda;
sola[i] = (f(lims+i*h)-f(lims+ (i-1)* h)+ (1+ S(lims+i*h,lims+
(i-1)* h))*lambda* sola(i 1)+ sum)/(10.5* lambda* (lims+i* h,lims+i* h));
}

9.3. APLICAPIE

Sa serezolve ecuapiaintegrald de tip Fredholm_
1
p(X) = x—005- x* - 0.025+ Olj (x* + y?)- ydy
0

pentru care lims=0,limd=1,lambda=0.1, nr=5.
Rezultatel e obpinute sunt :
¢ (00) =0.001038, ¢(0.2)=0.201042, ¢(04)= 0.401055,

0(06) = 0601076  (08) = 0801106., »(10) = 1001145.

Aceste rezultate sunt valorile funcpiei solupiei Tn punctele de diviziune ae
intervalului
[01].



10

VECTORI SI VALORI PROPRIIT*

Se considera o0 matrice patrata  Mp*" deordinul n

a;; ap A
a, a, .. a
Mg=| o+ 2 77 (10.1)
ay Ay .. Ay
si un vector XT ==X, Xy, Xgyeees X, ] (10.2)

Problema care se pune este si determinam valorile A si vectorii X pentru care
transformarea facuta de matrice asupra vectorului X si ne deaun vector AX adica
un vector coliniar cuel . Caurmare A-X=41-X (10.3)
sau scrisid matriceal :

a;; A .. A ) (X Xy
Ay QApp .. Qpp Xn Xn
Relatiile (10.4) se mai pot scrie si sub forma:
ap-4  ap A Xy
a a A a X
21 22 2n 2 -0 (105)
any an w8y — A \X,
Sistemul obtinut (10.5) este un sistem omogen care admite intotdeauna solutia banala
X =X, =X;=--=X,=0.

Suntem interesati de solutiile diferite de zero ale sistemului. Pentru ca sistemul (10.5)
si admita solutii diferite de solutiile banale este necesar si suficient ca determinantul
sistemului sa fie nul. Determinantul Tn necunoscuta 4 prezinta un polinom de grad n
si se numeste prin definitie polinom caracteristic, iar egalat cu zero poarta numele de
ecuarie caracteristica a matricei A. Ecuatia (10.6) reprezinta polinomul caracteristic
iar P(1)=0 ecuatia caracteristici. Pentru fiecare valoare proprie determinata din
ecuatia caracteristica se pot determina valori proprii care verifica ecuatia AX =4 X.
Pentru o valoare proprie 1, exista o infinitate de vectori proprii.

*Bibliografie : [6], [10], [11], [22], [23]



Vectori si valori proprii 211

a -4 ap i
a ay-4 .. a
P(a)=| * % 2n (10.6)
any anp v 8pp — A

Vectorii si valorile proprii sunt utili pentru simplificarea operatiilor cu matrice ce se
intlnesc in rezolvarea diferitelor sisteme de ecuatii diferentiale si Tn alte operatii mai
complicate .

10.1. TIPURI DE MATRICE

In continuare sunt date definitiile unor tipuri de matrici, mai des utilizate Tn
cercetare si proiectare si unele proprietitile mai importante alor.

10.1.1. MATRICE SIMILARE

Doua matrice Asi B eM,,(S) unde Sc Rsau Sc C (complex ) se numesc
similare daci existd o matrice nesingulara P € M, ,(S) astfel incét
B= PAP*! (10.7)
Teoremal: Doua matrice similare au aceleasi valori proprii. Matricea vectorilor
proprii :

Xt X2 X
1 2 n
X3 X5 .. X
v=| 2 2 2 (10.8)
X ox2 o.x

n
Sse numeste matricea modala iar matricea valorilor proprii A se numeste matricea
diagonala:

n n

24 0 0
ae 002 0 (10.9)
0 0 n
Relatiaintre cele doua matrice este :
AV=V A (ecuatia modala) (10.10)
sau A=V AV! (10.11)

Matricea modala a vectorilor proprii si matricea diagonala a valorilor proprii sunt
similare.

10.1.2. MATRICE SIMETRICE
O matrice patratici A este simetrica daca

AT =A (10.12)
(adica transpusa este egala cu matricea) .
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Teorema 2: Vaorile proprii ale unei matrice simetrice Ae MR suntreale.
Corolar 1: Daci Ae MR este simetrica, atunci exista o transformare similara
PAP'=A unde PeMN™" esteo matriceortogonalasi A e M™" este diagonala .

10.1.3. MARTRICE ORTOGONALE

O matrice patratica A se numeste ortogonala daca
AT = A" (10.13)
Aceste matrice sunt utile pentru transformarile similare .

10.1.4. MATRICE SUPERIOR TRIUNGHIULARE

Sunt matricele cu toate elementele nule sub diagonala principald. Pentru aceste
matrice vaorile proprii sunt elementele de pe diagonala .

10.1.5. MATRICE INFERIOR TRIUNGHILARE

Sunt matricele cu toate elementele nule deasupra diagonaei principale. Valorile
proprii sunt elementele de pe diagonala .

10.1.6. MATRICEA DIAGONALA

Este matricea cu toate elementele nule deasupra si dedesubtul diagonaei
principale. Valorile proprii sunt elementele de pe diagonala .

10.1.7. MATRICEA HERMITICA

Matricea A este hermiticd daci A= A" unde

ij ji?
iar pentru elementele de pe diagonala principala avem
a; =g,

adica sunt reale .
Daci AeM™" este o matrice hermitica triunghiulara, atunci pentru orice XeC
expresia X" AX estereala .
Daca A este matricea hermitica, atunci :
-este pozitiv definita daca pentru X0

rezulta XHPAX >0
-este semipozitiv definitd daci pentru X = @
rezulta XHAX >0.

10.1.8. MATRICEA SINGULARA
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AeMM" este 0 matrice singulara daca si numai dacd admite o valoare proprie

nula. Prin definitie urma unel matrice AeM™" este suma elementelor de pe
diagonala principala :
n
trA=>Ya, (10.14)
i=1
Prin definitie spectrul radial S(A) a unei matrice Ae M™" este dat de este valoarea
| 4| unde 4 este valoarea absolutd maxima dintre valorile proprii .

10.2. LOCALIZAREA VALORILOR PROPRI|I

Teorema 3 : Fiecare valoare proprie a unei matrice Ae M™" se gaseste Tn cel
putin un disc circular, L; cucentrul in a; si raza y; unde

n

vi=li= Z
=1
J#

sau undisc circular C; cucentrul in aj; si razi c;

a| i=1,2,.,n (10.15)

n

ri=e =X a|  j=12...n (10.16)
i#]

Toate valorile proprii s se gaseasca Tn reuniunea cercurilor :

L ={z,[za|<li =i} 1=12...n (10.17)
sau Tn reuniunea cercurilor :

C ={z.[zay|<c; =»;} =120 (10.18)

10.3. METODE DE DETERMINARE A VALORILOR SI
VECTORILOR PROPRII Al UNEI MATRICE

Vaorile proprii ale unei matrice A, deci solutiile ecuatiei e carcteristice pot fi
reale sau complexe. Din acest punct de vedere clasificim matricelein :

a) Matrice hermitice care admit numai valori proprii reale, iar vectorii asociati sunt
distincti si ortogonali. Aceste matrice pot fi diagonalizate cu matrice ortogonae.

b) Matrice nehermitice ale caror valori proprii nu sunt toate reale, iar vectorii
asociati nu au proprietati particulare .
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10.3.1. METODE DE DETERMINARE A VALORILOR SI
VECTORILOR PROPRII ALE MATRICELOR HERMITICE

Dintre aceste metode se prezinti metoda puterii, metoda lui Krilov, metoda
Hauseholder, metoda RT si metoda LR.

10.3.1. METODA PUTERII

Consideram ecuatia (10.3) in care A reprezinta valoarea proprie iar X vectorul
propriu a matricei A. Pentru rangul n a matricei A presupunem existenta a n valori
proprii distincte A si a n vectori proprii X, independenti. Rezulta ci un vector
oarecare Y din spatiul n poate fi scris ca o combinatie liniard de cei n vectori proprii
ai matricei A:

Y =X + oX, + .+ o X, (10.19)
Tnmultim ecuatia (10.19) cu matricea A si rezulta:
AY = Aoy Xy + AdpXy + ot A Xy = g% + ApdoXo + et @pAn Xy, (10.20)

Continuam Tnmultirea ecuatiei (10.20) cu A péana la un rang k cand se obtine
urmatoarea ecuatie:

ARY = AR oy x + AR ey Xy + ot ARa X, = g Xy + @ A Xo + o+ e AKX, (10.21)
Ecuatia (10.21) se mai poate scriesi astfel:

k k
ARY = 2 (ayx, + az(%j Xy + oot an[’;i—"j X,) ~ Ay (10.22)

daci valoarealui 4, este ceamai mare valoare propriesi k este mare.
Se poate face aceeasi aproximare si pentru ecuatia:

k-1 k-1
A = 2 M (e x, + az(%] X, + ...+ a, (%} X,) = A%, (10.23)

Din Tmpartirea ecuatiei (10.22) la (10.23) rezulta valoarea proprie maxima pentru
matricea A. Vectorul Y este un vector coloana si prin impartirea vectorilor
corespunzitori ecuatiilor (10.22) si (10.23) vom realiza impartirea componentelor
vectorilor a caror valoare este aproximativ egala cu val oarea proprie maxima.
Daca maticea A este nesingulara atunci ecuatia (10.3) mai pate fi scrisa si asfel:

AX = 21X (10.24)

Calculand valoarea caracteristicai maxima pentru ecuatia (10.24) rezulta valoarea

caracteristica minima a matricel A. Cu aceasta metoda se poate determina cea mai
mare si ceamai mici valoare careacteristici a unei matrice date.

10.3.1.1. Algoritmul 10.1. Metoda puterii
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{Variabile
n,k:rangul matricei,contor, intregi;
A:matrice;
y:Vvector;
p:vectorul produs;
A:vectorul valorilor proprii;
{
p[0] =y
pentrui=1,..., k
* presupunem valoarea maxima a valorilor proprii A,*/
calculeaza p[i]=A*p[i-1] ;
calculeaza A[1]=p[K] /p[k-1] ;
[* Tmpartirea vectorilor consta Tn impartirea componrntelor*/

}

10.3.1.2. Implementar ea algoritmului 10.1. M etoda puterii

/* Functia intoarce :
0 daca s-a gasit valoarea proprie cu precizia dorita,
1 daca s-a gasit o valoare proprie, algoritmul terminindu-se
dupa numarul deiterayii specificat.

*/

int Power DirVP(int or_mat, [*ordinul matricei */
double MAT[][NrMax], /*matricea*/
double VECNrMax], /*vectorul de start */
double eps, /* precizia*/
int maxiter, /* numarul maxim de iterayii */
double *valpr /* valorile propri */

)

{

inti,j,ksem;

static double XN[NrMax] ,XN_1[NrMax] ;

k=0;

for(i=1;i<=or_mat;i++)XN[i]=VECY];

do

{sem=1;

k++;

for(i=1;i<=or_mat;i++)XN_1[i]=XN[i];
for(i=1;i<=or_mat;i++)
{ XN[i]=0;
for(j=1;j<=or_mat;j++)XN[i] +=MAT[i] [j]* XN_1[j];
}
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for(i=1;i<=or_mat;i++)if(XN_1[i]==0)sem=0;
if(sem!=0)for(i=2;i<=or_mat;i++)
if( fabs( XN[1]/XN_1[1]-XN[i]/XN_1[i]) >eps)sem=0;

}while( (sem==0) && (k<maxiter) );
for(i=1;i<=or_mat;i++)VECYi]=XN[i];
if(k>=maxiter)return 1,
*valpr=XN[1]/XN_1[1];

return 0O,
}

10.3.2. METODA LUl KRILOV

Aceasta metoda determina coeficientii polinomului caracteristic. Daci se considera
polinomul caracteristic

n
p(A)=>.cA cu c, =1 (10.25)
i=0
si substituim A=A obtinem ecuatia: P(A)=0 (10.26)
Se alege un vector de start X, cu care inmultim ecuatia obtinuta (10.26) si se obtine
n .
ecuatia: 2.¢A'X, =0 cuconditiile c,=1; A= (10.27)
i=0
Notam A'Xo=X; unde componentele lui X; sunt calculate iterativ din X,
astfel: Xy = AXp; Xy = AXyq; X = AX_g; (10.28)

si au formuléele de calcul:

n n n
Xy = ZapXoe 3 =1 X = 2apXy ¢ j=Lan X = 2agX g i =1.n
k=1 k=1 k1
(10.29)
n-1
Rezultd sistemul: > XyiCx = —Xpis i =1..n. (10.30)
k=0
sau scris matriceal
Xop X Xgp++- X121 C X
X02 XlZ X22"'X —1,2 CZ X 2
" : =" (10.31)
XOn Xln X2n"'Xn—1,n Cn Xnn

unde C; reprezinta coeficientii polinomului caracteristic al maticel A.
Din rezolvarea sistemului se obtin coeficientii polinomului caracteristic al matricel A.

10.3.2.1. Algoritmul 10.2. Metoda lui Krilov

{Variabile
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n:ordinul matricei, Tntreg;

A:matrice;

V:vectorul de start ales;

C:vectorul coloang al coeficienilor polinomului caracteristic;
X: vector,produs de matrice A cu vector;
i,j,k:contori, intregi;

{X[0]=V;

pentrui=1,...,n

calculeaza X[i]=A*X[i-1];

formeaza sistemul [ X[ 0], X[1],...,.X[n-1]]*C=-X[n];
Rezolva sistemul;

tipareste solusiile sistemului Cl[i]; i=1,...,n;

}

}

10.3.2.2. Implementarea algoritmului 10.2. Metoda lui Krilov

/*Functia care implementeazi metoda lui Krilov pentru
determinarea coeficienzilor polinomului caracteristic
*/
int Krilov(int ord,
double mat[][NrMax],
double X[],
double pol[])

{
static double A[NrMax] [NrMax] ;
static double TL[NrMax];
static double V[NrMax];
inti,j,k;
for(i=1i<=ord;i++)A[i][ord] = X[i];
for(i=1;i<=ord-1;i++)
{
for(j=1;j<=ord;j++)V[j]=X[j];
for(k=1;k<=i;k++)ProdMatVect(ord,mat,V);
for(j=1;j<=ord;j++)A[j][ord-i]=V[|];
}
for(i=1;i<=ord;i++)TL[i]=X[i];
for(i=1;i<=ord;i++)ProdMatVect(ord,mat, TL);
for(i=1;i<=ord;i++)TL[i]=-TL[i];
for(i=1;i<=ord;i++)
{
for(j=1;j<=ord;j++)
printf("%5.3If " A[il[j]);
printf("\n");
}
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getche();
for(i=1;i<=ord;i++) printf("%5.31f\n", TL[i]);

getche();

if(GAUSS(ord,A, TL,V)==0) return O;
for(i=1;i<=ord;i++)pol[i]=V[i];
returni;

}

10.3.3. METODA LUl HOUSEHOLDER

Aceasta metoda determind valorile si vectorii proprii a unei matrice simetrice
AT = A. Mai Tntdi matricea A este adusi cu gjutorul transformiarilor ortogonale la o
matrice tridiagonala similara cu A. Se determini valorile proprii ale matricei
tridiagonale, care sunt identice cu cele ale matricel A, prin metoda sirului lui Sturm si
prin metoda bisectiei. Se trece la determinarea vectorilor proprii pentru matricea
tridiagonala din care se determina vectorii proprii ai matricei A.

Tridiagonalizarea se realizeaza cu gutorul transformarilor ortogonale de tipul
BY = E - 2W® . (W®)Tunde(W®)T = (0,..,O,Vvl(<k+)1,..,erk));(W(k))T W =1
(10.32)

Matricea B® este 0 matrice simetrici si ortogonala. Detaliat matricea se prezinta cain
expresia (10.33).

100.. 0 0 0 0
010.. 0 0 0 0

0 0 0u. 1-2W0)" —2WAW, —2Wh Wi o —2Wi W
0 0 0. —2wWowWe 1-2(W0)" —2WWeg — 20wy
000 "'_2'\NI(23'VVI(<I?1 _2\'\&3'\’\’&2 1_2-(W(kk+)3)2 _2W(kI<-)3-VVE1k)

00 0.—20®u®, —2uPw®, —200w®, .. 1-2WH)

BX —

k=12,...,n-2. (10.33)
Din produsul A*™®.B® | punand conditia ca matricea pe liniak si coloanak si aiba
numai primii doi termeni rezulta formulele de calcul ale elementelor w®; i =k,..,n. Se
tine seama ca suma patratelor elementelor unei linii a unei matrice A este invarianta la
transformarea  similara ortogonala (B¥)"-A-B®. Tn aceste conditii, se obtin
urmatoarele formule de calcul:
pentru k-1,2,...,n-2
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n
sum= Y af, (Wi(k) =0, pentru i:l,...,k);

j=k+1
A - Sign(a
Wi, = 1(1+ ok 1-S (@ jei1) ) (10.34)
2 vsum
a,;.sign(a,
(0 _ B S (Qyj1) S — K42
2w, A/sum
d K
t = _Zaij.wg) , i=k+1..n;
j=k+1
LK
s= Ywiy;
i=k+1
n=t—sw®; i=k+1..n;
ay = akk ;

By = —Sign(qy ;1) V'sum ;
Cénd se gjunge la pasul n-2, tridiagonalizareaia sfarsit si se considera:
An 1 =8 1n15 @ =8y ; ﬂn—l =anp_1n

Matricea A2 estetridiagonald iar matricea W se prezinti astfel:

0 0 0O O . 0
wY 0 0 0 ..0
D) W2
w=wW®w® w2y = Wt oWy 00 0 (10.35)
w wiP wi oo 0
wh w@ w® w(® w2
Valorile proprii ale matricei A se calculeaza casolutiile ecuatiei:
A—ay - B 0 0 .. 0
.y A—a, -5, 0 .. 0
0 -fs A-as —fs 0 =0 (10.36)
0 0 0 0 A-a,

Din ecuatia (10.36) se pot calcula minorii principali de la ordinul 1 pana la ordinul n
cu formulele:
f(A)=21-a;
L(A)=(A-a) h()-A4; (1037)
(A =(A-a) fi4(2)- A4 fi,(2), 1=3..n.
Expresiile minorilor principali (10.37) formeaza un sir Sturm asociat lui f (A1) ce
reprezintd polinomul caracteristic al matricei tridiagonaesi al matricei initiale date.



220 Metode numerice Tn €l ectronica

Numarul de variatii de semn aesirului lui Sturm da numarul de valori proprii reale ale
matricei tridiagonale. Se calculeaza :

L=mad|a+B16_+laf+IA] i=23..0-1 |B,+la,} (10.38)
Valorile caracteristice sunt cuprinse in intervalul (-L,L). Ca urmare pentru n valori
caracteristice reale, numarul de variatii de semn ae sirului lui Sturm Tn puncul -L este
n, iar in L este zero. Dacd se considera intervalul (I,,S ) Tn care este situata solutia
A sepornestecu I; =—-L ; § =1 pentru toate solutile. Se aplica metoda bisectiel
pana cand |S - 1| < ¢, ¢ fiind eroarea data.
Vectorii proprii a matricei tridiagonale se calculeaza prin rezolvarea sistemului
A"2V =2V unde A iavalorile calculate.
vf) =1
vy =%(ﬂq_—a1); j=1..n; k=2,..n-1 (10.39)

v, = i(Mi —a )V} - Baviy);
P
Pentru calculul vectorilor proprii ai matricei initidle A se tine seama de relatia de
calcul amatricei tridiagonale:
A(H*Z) — B(n*Z) B(Z) . B(l) A B(l) . B(Z) B(H*Z) (10_40)
Din ecuatia

A(n*Z) -V(j) — B(H*Z) B(Z) X B(l) A B(l) X B(Z) B(H*Z) -V(j) =1 -V(j) (10.41)
. J .
rezulta: A-BM.B®...g2.y0 = 3 .M. B ... g2 .y 0 (10.42)
. i .
Ecuatia (10.42) sereduce laecuatia: A- X0 =2, - X0 (10.43)
unde X9 reprezinta vectorii proprii ai matricei A .
Facand produsul iterativ se obtine:
V(j) — B(n*Z) -V(j) . V(J) — B(n—s) -V(j) V(j) — B(l) -V(j) (10_44)
Pentru prima ecuatie din (10.44) rezulta:
0} 1

vl- 0 1

0) L 0 0)

V2 2 V2

“olel o 1ede oo o w?, wo) - 10.45
o |1=|,0 [740 : U Wngp Walllg | (10.45)
Vn_2 Vn—2 0

: i @

v,(]jzl Vr(gl WET anl

VO vo Wn vy

n .
Daci notim suma= Y w®.v® | atunci vectorii proprii sunt:
i=k+1

v =v0 —2.suma-w® pentruk=n-2,...,.1;i=k+1,...n;j=1,....n; (10.46)

10.3.3.1. Algoritmul 10.3. Metoda lui Householder
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{Variabile

n:ordinul matricei, Tntreg;
A:matrice simetrica;
V:vectorul ;

X:vectorii proprii;
W:matrice cu coloane vectori;

i,j,k:contori, Tntregi;
A:vectorul valorilor proprii;

a:vectorul elementelor de pe diagonala principala a matricei

tridiagonale;

S:vectorul elementelor de pe prima si a doua diagonald;
t,r:vectori;

p,sum,suma:variabile, reale;

c.eroarede calcul, realq;

{

pentruk=1,..., n-2

{calculeazi sum= Y. al, (w®=0, pentrui=1..k);
j=k+1

calculeazi Wb \/ 1 (14 Ayks1-SON@KK1)
k+1 2 ’SUH1 !
pentrui=k+2, ..., |

{ calculeazi (k)_ak. Sgn(akkﬂ)

2. Vvk+l“
cal culeaZa
> ayw
j=k+1
calculeaza n
i=k+1
calculeaza ©
}
calculeazi _
A = A s

calculeaza .
by = —sign(@y,1)~'sum ;
}

calculeazi o, =a, 1,1 ;
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calculeazd «,=a,, ;
calculeazd S, 3 =2a,,;
pentrui=2,...,n-1
calculeaza
fil)=1-ay;
fo(1) = (1 - a,).f1() - bf ;

fi(1)= (1 —&).fi_y() - b 5.f 500
pentrui=2,...,n-1

calculeaza
L = max(lay +|bf,Ib_o +[af + 1] [by o +|agl )
pentrui=1, ..., n
{
l; =-L;
S =L

determing numarul de vararii de semn al sirului;
pentru k=i pana la m compara k cu nv si modifica

I, sau S,
Aplica metoda bisecriel si calculeazi |, i=1, ..., n;
pentruj=1,...,n
{
calculeazi
vf) =1
0m_1
vy =—(;—&a);
2 bl (1 l)
m _ 1 i 0 .
Virr = (i —a) Vi —b1vila);
k
}
pentruk=n-2, ...,1
pentruj=1,...,n
{
calculeazi
n .
suma= > w®yv? ;
i=k+1
. ‘ .
v =v) - 2. suma.w®;
}
}
}
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10.3.3.2. Implementar ea algoritmului 10.3

Functia signatura
*/
int SGN(double x)
{
if(x>0) return 1;
if(x<0) return -1,
return O;
}
/*
Funcria care Tntoarce numarul de variasii de semn al polinoamel or
Sturm Tntr-un punct dat
*/
int Nr_var(int ord, /* ordinul matricei*/
double valfa[],
double vbeta[],
/* Coeficienyii alfa si beta ai matricei tridiagonale */
double Med)
L
inti,nv;
double q;
double eps=0.00001;
nv=0;
g=valfa[ 1] -Med;
if(g<=0)nv++;
for(i=2;i<=ord;i++)

{

if(q'=0)g=valfa[i] -Med-vbeta[i-1] * vbeta[i-1] /q;
else g=valfa[i] -Med-fabs(vbeta[ i-1] )/eps;
if(g<0) nv++;

return nv;,

}

/*
Funcria care implementeaza metoda Householder pentru aflarea
valorilor proprii.

*/
void HOW( int n,
double mat[][NrMax],
/* matricea simetrica */
double Lambda[])
[* vectorul valorilor proprii */
{

inti,j,k,VBLVB2,nv,r;
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double spat,c;
double static W NrMax] [ NrMax] ;
static double p[NrMax] ;
static double g[NrMax] ;
static double alfa] NrMax] ;
static double beta] NrMax] ;
double NO,T,M,LAM,suma;
static double §NrMax] ;
static double D[NrMax];
double eps=0.000001;
static double v[NrMax] [NrMax] ;
for(k=1;k<=n-2;k++) /* ciclul mare*/
{
spat=0;
for(j=k+1;j<=n;j++)spat=spat+mat[K] [j] * mat[ K] [j];
for(i=1;i<=n;i++)Wi][K]=0;
W k+1] [K]=sgrt( 0.5* (1+mat[K] [k+ 1] * SGN(mat[K] [k+ 1] )/sgrt(spat) )

for(i=k+2;i<=n;i++)
W] [K] =mat[ K] [i]* SGN(mat[ K] [k+1])/(2* W[ k+ 1] [K] * sort(spat));
for(i=k+ 1;i<=n;i++)
{
pLij=o, o
}for(J=k+1;J<=n;J++)p[I]+=mat[l][J]*VV[J][k];
c=0;
for(i=k+1;i<=n;i++)c=c+Wi][K] *p[i];
for(i=k+ Li<=n;i++)q[i]=p[i] -c*W[i] [K];
alfa[kl=mat[K] [K];
beta[ K] =-SGN(mat[ K] [ k+ 1] )* sgrt(spat);
mat[ K] [ k+ 1] =mat[ k+ 1] [K] =beta[ K] ;
for(j=k+2;j<=n;j++)
{ mat[K[]]=0,
mat[j] [K]=0;

for(i=k+1;i<=n;i++)
for(j=k+1;j<=n;j++)

mat[i] [j]=mat[i] [j]-2*WIi] [K]*q[j]-2* o[i] *WIj] [K];

}
alfa[n-1]=mat[n-1] [n-1];
alfa[n]=mat[n] [n];
beta[n-1]=mat[n-1][n];

/* Se calculeaza intervalul (-NO, NO) in care se afla valorile proprii */
NO=fabs(alfa[ 1] )+ fabs(beta[ 1] );
for(i=2;i<=n-1;i++)



Vectori si valori proprii 225

{
T=fabs(beta[i-1] )+ fabs(alfa]i] )+fabs(beta[i] );
if(NO<T) NO=T:

}
T=fabs(beta[n-1])+fabs(alfa[n] );
if(NO<T) NO=T;

[*Inifializarea limitel stAnga s dreapta a intervalului Tn care se
gasesc valorile proprii */
for(i=1;i<=n;i++)

gi]=-NO;
D[i]=No;
}
/* M mijlocul intervalului - Seva aplica bisectia */
for(i=1i<=n;i++)
{ while( fabs(D[i]-Ji])>eps)

{ M=(D[i] +i])/2;
nv=Nr_var(n,alfa,beta,M);
if(nv>=i) D[i]=M;
elseJil=M;

} }
for(j=1;j<=n;j++) Lambda[j] =DIj];
}

10.3.4. METODA RT

Aceasta metoda utilizeaza tridiagonalizarea matricei simetrice prin metoda
Householder, calculeaza coeficientii polinomului caracteristic si rezolva ecuatia
caracteristica cu metoda Birge -Vieta, determinand astfel valorile proprii ale matricei
date. Din ecuatia (10.36) se calculeaza coeficientii polinomului caracteristic Tn mod
iterativ dupa urmatoarele formule;

L a; = —aq;

) : 2,

L ay =a; —ay; by =—aa - f;

) ) 2. 2. .
L ag=a,—ag by=-aza,+b, - B C3=-azb, - fray;

. . 2. 2, . 2 .
L aj=ag-ay by=-asa3+by—fs5; ¢y =—abg+C3—fray; dy =-a,C3-f5by;

10.3.4.1. Algoritmul 10.4. Metoda RT
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{Variabile
n:ordinul matricei, intreg;
A:matricea simetricd;
o vectorul elementelor de pe diagonala principala,tridiagonal g;
. vectorul elementelor de pe diagonalele simetrice tridiagonale;
i,j:contori, Tntregi;
C:matricea de calcul a coeficiensilor polinomului caracteristic;
{pentrui=1,...,n
C, =1
pentruj=1,...,n
Ci =0

Cu=a;
Cp =y, —
pentrui=3, ..., n
caleuleazi C; =~a;.Coy 4~ f24.Coya;
pentrui=2,...,n
calculeaza C,; = C_; —
pentru i=3, ..., n
caleuleazd C, = ~a;.C;y, +Ciy, — B
pentruj=3, ..., n

pentru i=j+1,...,n
calculeaza
2 .
Ci=-.C,,,+C,;, -B5,.C,, .
coeficienyii polinomului caracteristic sunt

0=C,.iy 1=12,...,n,

10.3.4.2. Implementarea algoritmului 10.4

/*
Funcria care implementeazi metoda Householder pentru
aflarea vectorilor si valorilor proprii ale unei matrice simetrice

*/

void HOW2(int n,
double mat[][NrMax],
double Lambda[])
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inti,j,kVBLVB2nv,r;
double spat,c;
double static W[ NrMax] [NrMax] ;
static double p[NrMax] ;
static double g[NrMax] ;
static double alfa] NrMax] ;
static double beta] NrMax] ;
double NO,T,M,LAM,suma;
static double §NrMax] ;
static double D[NrMax];
double eps=0.000001;
static double v[NrMax] [NrMax] ;
static double Coef[ NrMax] [ NrMax] ;
static double Pol[NrMax] ;
for(k=1;k<=n-2;k++) /* ciclul mare*/
{
spat=0;
for(j=k+Lj<=n;j+ +)spat=spat+mat[K] [j] *mat[ K] [j];
for(i=1;i<=n;i++)Wi] [K]=0;
W k+1] [K]=sgrt( 0.5* (1+mat[K] [k+1]* SGN(mat[K] [k+ 1] )/sgrt(spat) )

for(i=k+2;i<=n;i++)

Wi [K] =mat[K] [i]* SGN(mat[ K] [k+ 1] )/(2* W k+ 1] [K] * sqrt(spat));
for(i=k+1;i<=n;i++)
{
pLi|=o; N
}for(J=k+1;1<=n;J++)p[I]+=mat[l][J]*VV[J][k];
c=0;
for(i=k+ L;i<=n;i++)c=c+ Wi [K] *p[i];
for(i=k+ Li<=n;i++)q[i]=p[i] -c*W[i] [K];
alfalK|=mat[K] [K];
beta[ K] =-SGN(mat[ K] [ k+ 1] )* sgrt(spat);
mat[ K] [ k+ 1] =mat[ k+ 1] [K] =beta[ K] ;
for(j=k+2;j<=n;j++)
{ mat[K] [j]=0;

mat[j] [K]=0;

for(i=k+1;i<=n;i++)
for(j=k+1;j<=n;j++)

mat[i] [j]=mat[i] [j]-2*WIi] [K]*q[j]-2* o[i] *WIj] [K];

}
alfa[n-1]=mat[n-1][n-1];
alfa[n]=mat[n] [n];
beta[n-1]=mat[n-1][n];
for(i=1i<=n;i++)
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{ for(j=1;j<=n;j++) printf("%5.3If ", mat[i][j]);
printf("\n");
}
getche();

for(i=1i<=n;i++)

{
Coef[i][0]=1;
for(j=Lj<=n;j++) Coef[i][j]=0;

}
Coef[1][1] =-alfa[ 1];
Coef[ 2] [2] =alfa[ 2] * alfa 1] -beta[ 1] *beta[ 1] ;
for(i=3;i<=n;i++)
Coef[i][i]=-alfa[i]* Coef[i-1] [i-1] -beta[i-1] * beta[i-1] * Coef[i-2] [i-2] ;
for(i=2;i<=n;i++)
Coef[i][1] =Coef[i-1][1] -alfa[i];
for(i=3;i<=n;i++)
Coef[i][2] =-alfa[i] * Coef[i-1] [ 1] + Coef[i-1] [ 2] -beta[i-1] *beta[i-1] ;

for(j=3;j<=n;j++)

for(i=j+1;i<=n;i++)

Coef[i][j]=-alfa[i]* Coef[i-1] [j-1] + Coef[i-1] [|]

-beta[i-1]*beta[i-1] * Coefli-2][j-2] ;

for(i=0;i<=n;i++)

Pol[i]=Coef[n][n-i];
printf("%5.21\n",Pol[i]);
}
getche();
Birge Vieta(n,Pol,0,1000,0.00001,9);
for(i=1;i<=n;i++)

{
Lambda[i]=gi];
printf("%05.21f\n",gi]);
}

getchey);
for(j=Lj<=n;j++)

LAM=H]];

V[1][j]=1;

for(k=2;k<=n-1;k++)

V[k+1][j]=((LAM-alfa[ K] )* V[ K] [j] -betal k-1] *v[ k-1] [ ] )/beta[ K] ;
}
for(j=1,j<=n;j++)
for(r=1;r<=n-2;r++)

{

k=n-1-r;

suma=0;
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for(i=k+1;i<=n;i++)
suma=suma+W[i] [K] *V[i] [j];
for(i=k+ Li<=n;i++)

}V[i] 1=vi][j]-2* suma* W] [K];

for(i=Li<=n;i++)

{

for(j=1;j<=n;j++) printf("%5.31f " Mi][j]);
printf("\n");

}
getche();
}
10.3.5. METODA LR (LEFT-RIGHT)

Aceastd metoda se bazeaza pe descompunerea matricei A, Tn doua matrice una
inferior trunghiulard cu elementele diagonalei principale egale cu unitatea L, si una
superior trunghiulara R,.

A = LRy (10.48)
Se formeaza o noua matrice din matricele triunghiulare obtinute:
AQ = Rl'Ll (10.49)

Matricea A, se descompuneiarasi in doua matrice inferior si superior triunghiulare
L, si respectiv R, :

A =LR, (10.50)
Se formeazi o noua matrice A,
A =RyL, (10.51)
Procedeul esteiterativ si se obtine sirul:
ALA LA, (10.52)

Din ecuatia (10.48) rezulta:
L=AR™ si R =LA (10.53)
Tinand cont de relatiile (10.53) avem:

A, =R.AR*sau A =L7*ALL (10.54)
Deci un element oarecare d sirului (10.52) se poate scrie sub forma:

A=R_ R 5 .. RRR)ALR 1. . RoR) ™ =(Lily oo L) ALy L)
(10.55)

ca urmare toate matricele sirului (10.52) au aceleasi valori caracteristice.

Produsul matricelor inferior triunghiulare L este tot o matrice inferior triunghiulara cu

elementele diagonalel principale egale cu unitatea:
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n
i=1
iar produsul matricelor superior triunghiulare R, este o matrice superior triunghiulara
n
R=]IR (10.57)
i=1

Daca in sirul matricelor A, , n— o, elementele diagonale ale matricei R, tind la
valorile proprii ale matricel A, .

Tn cadrul metodei se pune problema descompunerii matricei A in matricele L; si R
si calculul produsului R -L;.

Calculul elementelor matricelor L, si R se realizeaza dupa expresiile (10.58) iar
elementele produsului R L; dupa expresiile (10.59).

Iii :1; | :l,zy---an;

Iij =0; pentru i< j;

|i1=ﬁ: i=23,..n a, #0;

ay
i =ay; i=12,..n; (10.58)
=0 i>j;

i-1
N =a; — 2l 1<
k:

l Iil . .
L :r_(aij _kz|ikrkj ) =0 i>j;
i =1

n
i<jij=n; (10.59)

a; =r

ij =i s
n
a; :grik-hq p >
Vadorile proprii ale matricei A, sunt elementele diagonale ale matricel R, ; daca se
Tndeplineste conditia
@ —aV<g i=12,..n; (10.60)

unde ¢ este eroarea de calcul.
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10.3.5.1. Algoritmul 10.5. Metoda LR

{Variabile

A:matrice;

L:matrice inferior triunghiularg;
R:matrice superior triunghiularg;
i,j,k:contori, intregi;

A:vectorul valorilor proprii;
g.eroarea decalcul, real;
sum; sumy parsiala, real;

{pentrui=1, ..., n
pentruj=1,...,n
by =ay:
repeta

ij j
pentrui=1,...,n
pentruj=1,...,n
{daca i>j atunci r; = 0;
dacg i<j atunci Iij =0;
}
pentrui=1,...,n
pentruj=i, ..., n

{
sum=0;
pentruk=1, ...,i-1
calculeaza sum= sum-+ 1, .r,;;
calculeaziry = a; —sum,
}

daca r;, =0 atunci
stop problema este nerezolvabila;

pentruj=i+1, ..., n
{
sun=0;
pentruk=1, ...,i-1
calculeaza sum= sum- 1, +ry;
a; —sum
calculeaz | ==
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}
pentrui=1,...,n
pentruj-1, ..., n
daca ((i<j) si (j<n)) atunci

sum=0;
pentruk=j+1, ..., n

calculeazi sum= sum+r,.|
calculeaza by =r; +sum;
}
daca ((i<j) si (j=1)) atunci b, =r;;
daca (i>]) atunci
{ b”- =0 ;
pentruk=1, ..., n
calculeaza by =a; +r; .|
}
pana cand |b; —a;|<e ;
scrievalorile proprii sunt r; pentrui=1, ..., n;

K >

K1

10.3.5.2. Implementarea algoritmului 10.5. Metoda LR

int LR(int n,
double A[][NrMax],
double L[][NrMax],
double R[][NrMax])
{intijk;
double sum;
for(i=1;i<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++)

i(i>})R]i] [] =0;
if(i<j)L[i][i]=0;

for(i=1;i<=n;i++)
{

for(j=i;j<=n;j++)

{

SUM=0;
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for(k=1;k<=i-1; k++)sum-=L[i] [k *RIK []];
RIT[1=ALi][j]-sum;

}
if (R[i][i]==0) return O;
for(j=i+1;j<=n;j++)

{

sum=0;
for(k=1;k<=i-1;k++)sum+=L[j][K]*R[K][i];

LLT0= (AL -sum)/RYN i

L[i][i]=1;

returni;

}

void ProdRL(int n,
double R[][NrMax],
double L[][NrMax],
double A[][NrMax])

{

inti,jk;

double sum;

for(i=1;i<=n;i++)

for(j=1;j<=n;j++)

if ((i<=])&& (j<n))
{
sum=0;
for(k=j+1;k<=n;k++) sum+=R[i][K] *L[K][]];
Al [j]=R{i] [j]+sum;

}
if((i<=j) && (j==n)) AliI[jI=R{1[];

if (i>])
{
Al][i]=0;
for(k=i;k<=n;k++) ALi] [j]+=R[i] [K*LIKI[j];
}

}
}

/* Functia care implementeaz: metoda descompunerii LR
pentru aflarea valorilor proprii

*/

int VPLR(int n,
double A[][NrMax],
double VP[])
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double static
r[NrMax][NrMax] ,I[NrMax][NrMax] ,A_1[NrMax][NrMax];
inti,j,sem;
double eps=0.00000001;
do
{
sem=1;
for(i=1i<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
A=Al ]
if( LR(n,Al,r)==0) return O;
ProdRL(n,r,|,A);
for(i=1;i<=n;i++)if( fabs(A[i][i]-A_1[i][i])>eps)sem=0;

while(sem==0);
for(i=1i<=n;i++)VP[i]=A[i][i];
return 1;
}

10.4. APLICATII

1. Seconsidera matricea:

1 -2 3-5
1 2 4 3
Al 322 1 -2
3 5-2 1

Sa se determine valorile si vectorii proprii ai matricei date.
Prin metoda puterii se obtine cea mai mare valoare caracteristica:
Amex = 7225565

Prin metoda lui Krilov se obtine urmatorul polinom caracteristic:
P(1) = 2* =54 - 2842 + 50 + 261
Radacinile polinomului sunt determinate cu metoda lui Bairstow si se obtin

urmatoarele valori caracteristice:
Ay = 7225565, A, = 3680183, A3, = 2952874+i1046774;

2. Seda matricea simetrica:
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N 3 2 -5
- 2 4 3
4 - 3 5

Se cer valorilesi vectorii proprii a matricel A.

Prin metoda Householder se obtin valorile proprii:
|, = —6429979; |, = 3741197; |, = 6029197; |, = 9.659586;
si vectorii proprii:
X; =(1000,201125730924) ; x, = (1000,1016,-1719,-1797);
X3 = (1,000.626,0914,— 0128); x, = (1000,3720,9.9505602);

Prin metoda puterii se obtine urmitoarea val oare caracteristica maxima
A —9.659586;

Prin metoda lui Krilov se obtine urmatorul polinom caracteristic:
P(1) = A* —134% =842 + 5341 —1401;
Valorile caracteristice sunt:
A =-6429979; 1, = 3741197; A, = 6029197; 1, = 9.659586;

iar vectorii proprii sunt identici cu cel de lametoda Householder.

Prin metoda LR si TR s-au obtinut aceleasi valori proprii ca si Tn cazul metodel lui

Householder.
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FUNCTIlI SPECIALE*

Acest capitol cuprinde céteva functii utilizate mai mult Tn aplicatii, si ae caror
valori este necesar si le cunoastem n diferite puncte ale domeniului de definitie. Ca
functii speciale consideram functiile transcendentale (functii definite prin integrale
improprii) sau functii care reprezinta solutii pentru diferite ecuatii diferentiale de
ordinul doi. Deoarece Tn calculul acestor functii se utilizeaza functii mai simple,se
prezinta si aceste functii.

11.1. FUNCTIA GAMMA
Functia gamma este definita de integralaimproprie:
r(x) = [ te'dt (11.1)
0

Pentru x e N functiagamma se calculeaza cu gjutorul formulei:
r'n+1)=n! (11.2)
Ca urmare a acestel relatii, functia factorial se poate calcula si cu agjutorul functiei
gamma. Argumentul functiel gamma poate fi si complex, deci X = z eC (multimea
numerelor complexe) . Functia gamma satisface urmatoarea relatie de recurenta:
I'z+1)=z-1(2 (11.3)
Daca functia gamma este cunoscuta pentru Re(z)>1, ea poate fi calculata si pentru
Re(2)<1 cu gutorul expresiei :

T w-Z

rl-2z-= . = .
I'z)-snz-z T'(l+2)-snzx-z
Calculul numeric a functiei gamma se poate face cu o formula aproximativa, functie
de constantele ntregi r , K si de un sir de constante c,c,,....c,, cu conditia z > O.

(11.4)

1
N2 uridy ( c c
I(z 1=(z r —) e 2427l c +—— 2_4.. . 115
(z+d)={z+r+3 ot i1t 2 ek TE) A9

Pentrur = 5si k = 6 se determina setul de coeficienti astfel caeroarea |4<2-107%°.

*Bibliografie [20], [22], [24]
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Pentru calculul vaorii gamma se realizeaza calculul In(I'(x)) pentru x e R*. Se

1
tine seama de formula (11.3) din care se calculeaza I'(X) = ;F(x +1) si de (11.5).

11.1.1. ALGORITMUL 11.1. FUNCTIA GAMMA

{Variabile
X: punctul Tn care se calculeaz: functia, real ;
coef: vectorul coeficienyilor ;
j:contor, intreg;
t,s:variabile pentru sume, real;
zy:variabile pentru punctul de calcul, reale;
gamma: valoarea functiei gamma in x, real;
{coef[0] = 76.18009172947146;
coef[ 1] =-86.50532032941677C;
coef[ 2] =24.01409824083091,
coef[ 3] =-1.231739572450155;
coef[4] =0.1208650973866179%-2;
coef [5] =-0.5395239384953e-5
y=X
z=x;
t=x+5.5;
t:=(x+0.2)*log(t)-t;
$:=1.000000000190015;
pentruj=1pénad las

calculeaza s.=s+coef[j]/(y+j+1);

calculeaza gamma= exp(-t+10g(2.5066282746310005* §/X));

11.22. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 11.1

#include <math.h>
/* Functia Tntoarce val oarea functiei gamma in punctul xx>0 */
float gammin( float xx)

double x,y ,tmp,ser;

static double coef[ 6] ={ 76.18009172947146,
-86.50532032941677,
24.01409824083091,
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-1.231739572450155,
0.1208650973866179e-2,
-0.5395239384953e-5};
intj;
float valoare;
Y=X=XX]
tmp=x+5.5;

tmp-=(x+0.5)*log(tmp);
ser=1.000000000190015;
for(j=0;j<=5;j++)ser+=coef[j] [+ +Y;

valoare= - tmp+10g(2.5066282746310005* ser/x);
return valoare;

int main(void)
{

float punct;

clrser();

printf(" Punctul de calcul : ");
scanf("%f",& punct);

printf(" Valoare funcsiei Gamma n punctul %.5f este
%.5f",punct,exp(gammin(punct)));
getche();

return O;

}

11.2. FUNCTIA FACTORIAL

Aceasta functie este definita pe multimea numerelor naturale N. Pentru n=0
iavaoarea 1. Functiafactorial reprezinta o functie numerica calculabila cu expresia:
n'=1.2-3---n (11.6)
Calculul valorii acestei functii intr-un punct a domeniului de definitie se poate redliza
cu gjutorul functiel gamma, expresia (11.2).

11.2.1. ALGORITMUL 11.2. FUNCTIA FACTORIAL

{Variabile

X: punctul in care se calculeaza functfia gamma, real ;
coef:vectorul coeficienyilor ;

j:contor, Tntreg;

t,s:variabile pentru sume, real;
zy:variabile pentru punctul de calcul, real;
n:punctul Tn care se calculeaz; funcria factorial, Tntreg;
fact: valoarea factorialului, Tntreg;
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{
gamma(x): funcria gamma
}
{f[1]=1.0;
f[2]=2.0;
f[3]=6.0;
f[4]=24.0;
daca n<0 atunci scrie eroare Sop;
daca (n>32) atunci f[n] = exp(gammaln(n+1.0);
atata timp cat (ntop<n)
{
j=ntop+1;
f{ntop] =f[j] * ntop;

fact=a[n];
}
}

11.2.2. IMPLEMENTAREA ALGORITMULUI 11.2

{Variabile

#include <math.h>

/* Functia Intoarce valoarea functiei gamma tn punctul xx>0 */
float gammin( float xx)

{

double x,y ,tmp,ser;

static double coef[ 6] ={ 76.18009172947146,

-86.50532032941677,
24.01409824083091,
-1.231739572450155,
0.1208650973866179e-2,
-0.5395239384953e-5};
intj;
float valoare;
Y=X=XX]
tmp=x+5.5;

tmp-=(x+0.5)*log(tmp);
ser=1.000000000190015;
for(j=0;j<=5;j++)ser+=coef[j] [+ +Y;

valoare= - tmp+10g(2.5066282746310005* ser/x);
return valoare;

}

/* Tntoarce factorialul unui intreg poztiv utilizand funcfia Gamma */
float factrl(int n)

{
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static int ntop=4;
static float a[33]={1.0,1.0,2.0,6.0,24.0};

intj;

if(n<0){
printf(" Eroare. Argument negativ");
getche();
return-1;

}
if (n>32) return exp(gammin(n+1.0));
while(ntop<n)

j=ntop++;
antop] =a[j] * ntop;

returnaln];

}

int main(void)

{

int punct;

clrser();

printf("Punctul de calcul : ");
scanf("%d",& punct);

printf(" Valoarea functiei factorial Tn punctul %d este
%.5f",punct,factrl(punct));
getche();

return O;

}

11.3. COEFICIENTII BINOMIALI

Coeficientii binomiali sunt definiti astfel:
n!
Cln = ki(n—K)!
Vaoarea coeficientilor binomiali se calculeaza cu gjutorul functiei factorial, e fiind
definiti tot pe multimea numerelor naturale N. Pentru calculul valorilor coeficientilor
binomiali se logaritmeaza formula coeficientilor binomiali si se utilizeaza functiile:
fact(n) = exp(gammaln(n+1,0)) si factin(n) = gammaln(n+1.0) (11.8)
De aceste expresii se tine seamain realizarea algoritmului metodei de calcul.

0<k<n; (11.7)

11.3.1. ALGORITMUL 11.3. COEFICIENTII BINOMIALI

{Variabile
X: punctul Tn care se calculeazi funcfia gamma ;
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coef:vectorul coeficienyilor , real;

j:contor, Tntreg;

t,s:variabile pentru sume, real;

Zy:variabile pentru pumctul de calcul, real;

n:punctul Tn care se calculeaz; functia factorial, Tntreg;
fact: valoarea factorialului, ntreg;

gamma(x): funcfia gama;
}
calculeaza factin(n);
calculeaza floor (0.5+ exp(factln(n)-factin(k)-factin(n-k)));
scrie coeficienyii binomiali;
}
}

11.3.2. Implementarea algoritmului 11.3

#include <math.h>
/* Functia Tntoarce valoarea funcfiei gamma in punctul xx>0 */
float gammin( float xx)

double x,y ,tmp,ser;
static double coef[ 6] ={ 76.18009172947146,

-86.50532032941677,
24.01409824083091,

-1.231739572450155,
0.1208650973866179¢-2,
-0.5395239384953e-5};

intj;

float valoare;

Y=X=XX]

tmp=x+5.5;

tmp-=(x+0.5)*log(tmp);
ser=1.000000000190015;
for(j=0;j<=5;j++)ser+=coef[j] [+ +Y;

valoare= - tmp+10g(2.5066282746310005* ser/x);
return valoare;

float factin(int n)

{
static float a[ 101] ;
if(n<0){
printf("Eroare. Argument negativ");
return-1,;
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getche();

if(n<=1) return O;
else return gammin(n+1.0);

}

/* Functia Tntoar ce coeficienii binomial Combinari de n luate cate k */

float coef_bin(int n, int k)
{
return floor (0.5+ exp(factln(n)-factin(k)-factin(n-k)));

int main(void)

{

int nn,kk;

clrser();

printf("n: ");scanf("%d",&nn);
printf("k : ");scanf("%d",& kKk);
printf(" Valoare funcsiei coef_bin de %d |uate cate %d este
%f" ,nn,kk,coef_bin(nn,kk));
getche();

return O;
}

11.4. FUNCTIA BETA

Functia beta este definitd de urmatoareaintegrala:
1
B(zw) = B(w,2) = [t} (1-1)"“dt

si se calculeaza cu gjutorul functiel gamma dupa urmatoarea formula:
I'(z)-I'(w
Bz — 1@ T(W)
I'(z+w)

11.4.1. Algoritmul 11.4. Functia beta

{ Variabile

z argumentul funcyiel, real;

w:argumentul funcriei, real;

sol:valoarea functiei beta, real;

{calculeazi gamma(2);
calculeaza gamma(w);

calculeaza gamma(z+wj);

calculeaza sol=gamma(z)* gamma(w)/gamma(z+wj);
}

scrie valoarea funcriel sol;

(11.9)

(11.10)
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}

11.4.2. Implementarea algoritmului 11.4

#include <math.h>

/* Functia intoar ce valoarea functiei gamma n punctul xx>0 */

float gammin( float xx)

{

double x,y ,tmp,ser;
static double coef[ 6] ={ 76.18009172947146,

-86.50532032941677,
24.01409824083091,
-1.231739572450155,
0.1208650973866179¢-2,
-0.5395239384953e-5};

intj;

float valoare;

Y=X=XX;

tmp=x+5.5;

tmp-=(x+0.5)*log(tmp);
ser=1.000000000190015;
for(j=0;j<=5;j++)ser+=coef[j] [+ +y,
valoare= - tmp+10g(2.5066282746310005* ser/x);
return valoare;
}
/* Functia Tntoarce valoarea funcriei beta(z,w) */
float beta( float z, float w)

{

return exp(gammin(2)+ gammln(w)-gammin(z+w));

int main(void)
{

float zz,ww;

clrser();

printf("z: ");
scanf("%f",& zz);
printf("w: ");

scanf("%f" & ww);
printf(" Valoarea functiei Beta( %.5f ,%.5f) este
%.5f" ,zz,ww, beta(zz,ww));
getche();

return O;

}
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11.5. FUNCTIILE BESSEL

Prin definitie, se numeste ecuatia lui Bessel ecuatia diferentiala:
X’y +xy +(X*—v?)y=0 (11.11)
unde v este un paremetru real sau complex, iar solutiile ecuatiei se numesc functii
Bessel sau functii cilindrice. Solutia ecuatiei (1) se cautd sub forma:

y)=x"2C.x* , xeC (11.12)
k=0

incarer si C, sevor calcula Prin Tnlocuirea expresiei (11.12) in ecuatia (11.11) se
ajunge lasolutia:

0

( _l)k X v+2k
Y = Eok!l“(v+ k+1) (E) (11.13)

Notatia y afunctiei este inlocuita cu notatia J consacrata pentru functiile lui Bessel de
spetaintéi. Astfel, functia
1 k
(2
X 4

3,09 = (Ej 2 Wi keD) (11.14)

pentru v=0, arg(v) € [0,n] are urmatoarele proprietiti:
1) pentruv=n €N, J, esteo functie intreagi;
2) pentru v¢N, J, este olomorfa pe D\T unde T este o semidreaptd cu
origineain O.
Daci v nu este intreg se poate obtine 0 houa solutie a ecuatiei Bessel ca o combinatie
defunctii Bessel J, . Astfel, functia
J,(x)cosn z—J_,(X)
snnrx

Y, (x) = (11.15)

reprezintd solutii ale ecutiei lui Bessel (11.11) si se numesc functii Bessel de speta a
doua. Si aceste functii lalimita pot fi date pentru v Tntreg. Pentru O< X < v sefac
aproximarile:

Jv<x)~ﬁ(§)v;

2
Yo(X) = ;In X; (11.16)

o=2(3”

Pentru x >> v sefac aproximarile:
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(11.17)
\/7 . ( 11 j
Y, %, —SnNX-——vr—-—r
X 2 4
Pentru X = v sefac aproximarile:
3 o Y2 1 o443
(T
(11.18)
v o2 1 07748
S
Relatiile de recurenti pentru calculul functiilor Bessel sunt:
2n
Jna(X) = =730 (X) = J5a(X)
(11.19)

Y9 = 20,00~ Y, ()

Pentru 0< x< 8 seaproximeaza J,(X) si J,(X) prin functii rationalein x.
Aceste aproximatii pentru Y, (X) si Y;(X) sunt:

Yo(x);%.lo(x)lnx si Yl(x);%(\)l(x)lnx—%j

Pentru 8<x< o se utilizeaza aproximatiile (n=0,1):

J,(X)= \/%(Pn(% cos X, — Qn(% sin an

Y (x) = \/%(Pn(gj sin X, + Qn@j Ccos Xn) (11.20)

unde

2n+1
X, =X— .
" 4

Calculul functiilor Bessel intregi Tncepe cu calculul functiilor J4,3,,Y,.Y;, dupa care
se aplica formulele de recurenta.
Coeficientii polinoamelor P, (3 , Qn (3 ,[24], sunt dati Tn cadrul programelor.

8
7, O0<—<1;
X

n continuare, se dau integral programele de calcul pentru functiile Bessel de speta
nt& si de ordinul zero,de speta a doua si de ordinul zero, de speta intéi si de ordinul
ntéi, si de spetaadouasi ordinul Intdi notate respectiv J,,Y,,J1.Y; -

11.5.1. PROGRAMUL PENTRU FUNCTIA BESSEL Jo
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#include <math.h>
/* Functia Tntoarce valoarea lui Jo(x) pentru x real */
float besgjO(float x)
{
float ax,z
double xx,y, ans,ansl,ansz;
if ((ax=fabs(x)) <8.0
{
Y=X*X;
ans1=57568490574.0+y* (-13362590354.0+ y* (651619640.7
+y*(-11214424.18+y* (77392.33017+y* (-184.9052456)))));
ans2=57568490411.0+y* (-1029532985.0+y* (9494680.718
+y*(59272.64853+y*(267.8532712+y*(1.0)))));
ans=ansl/ans2;

}

else

{

z=8.0/ax;

y=2Z,

xx=ax-0.785398164;

ans1=1.0+y*(-0.1098628627e-2+y* (0.2734510407e-4+

y*(-0.2073370639%e-5+y* 0.2093887211e-6)));

ans2=-0.1562499995e-1+y* (0.1430488765e-3+
y*(0.6911147651e-5+y*0.7621095161e-6-
y*0.934935152¢e-7)));

ans=sgrt(0.636619772/ax)* (cos(xx)* ansl-z* sin(xx)* ans2);

}

return ans,

int main (void)

{

float punct;

clrser();

printf("Dayi punctul : ");
scanf("%f",& punct);

printf(" Rezultat : %.5f" ,besg O(punct));

getche();
return O;

}

11.5.2. PROGRAMUL PENTRU FUNCTIA BESSEL Yo

/* Tntoarce Yo(x) pentru x>0 */
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float bessyO( float X)
{

float z
double xx,y,ans,ansl,ans2;
if (x<8.0)
{
y=X*X;
ansl=-2957821389.0+y* (7062834065.0+ y* (-512359803.6+
y*(10879881.29+y* (-86327.92757+y* 228.4622733))));
ans2=40076544269.0+y* (745249964.8+ y* (7189466.438+
y* (47447.26470+y* (226.1030244+y*1.0))));
ans=(ansl/ans2)+0.636619772* besg 0(x)*1og(X);
}

else

z=8.0/x;
y=7"
xx=x-0.785398164;
ansl=1.0+y*(-0.1098628627e-2+ y* (0.2734510407e-4+
y*(-0.2073370639e-5+y* 0.2093887211e-6)));
ans2=-0.1562499995e-1+y* (0.1430448765e-3+
y*(-0.6911147651e-5+ y*(0.7621095161e-6+
y*(-0.934945152e-7))));
ans=sqrt(0.636619772/X)* (sin(xx)* ansl+ z* cos(xx)* ans2);
return ans;
}
}
int main (void)
{
float punct;
clrser();
printf("Dayi punctul : ");
scanf("%f",& punct);
printf(" Rezultat : %.5f" ,bessyO(punct));
getche();
return O;
}

11.5.3. PROGRAMUL PENTRU FUNCTIA BESSEL J1

#include <math.h>
/* Functia Tntoarce valoarea lui J1(x) pentru x real */
float besg1(float x)
{

float ax,z
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double xx,y, ans,ansl,ansz;
if ((ax=fabs(x)) <8.0)
{
Y=XX;
ansl=x*(72362614232.0+y* (-7895059235.0+y* (242396853.1
+y*(-2972611.439+y* (15704.48260+ y* (- 30.16036606))))));
ans2=144725228442.0+y* (-2300535178.0+ y* (18583304.74
+y*(99447.43394+y* (376.9991397+y* (1.0)))));
ans=ansl/ans2;

}

else
{
z=8.0/ax;
y=2‘z,
Xx=ax-2.356194491,
ansl=1.0+y*(-0.183105e-2+y* (0.3516396496e-4+
y* (-0.2457520174e-5+y* (-0.240337019e-6))));
ans2=0.04687499995+ y* (-0.2002690873e-3+y* (0.8449199096e-5+
y*(-0.88228987¢e-6+y* 0.105787412e-6)));
ans=sqrt(0.636619772/ax)* (cos(xx)* ansl-z* sin(xx)* ans2);
if (x<0.0) ans=-ans,
}

return ans,

int main (void)

{

float punct;

clrser();

printf("Dayi punctul : ");
scanf("%f",& punct);

printf(" Rezultat : %.5f" ,besg 1(punct));
getche();

return 0;

}

11.5.4. PROGRAMUL PENTRU FUNCTIA BESSEL Y1

#include <math.h>
/* Functia Tntoarce valoarea lui J1(X) pentru x real */
float besg 1(float x)
{
float ax,z
double xx,y, angj,ansl,ans2;
if ((ax=fabs(x)) <8.0)
{y=x*x;
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ansl=x*(72362614232.0+y* (-7895059235.0+ y* (242396853.1
+y* (-2972611.439+y* (15704.48260+ y* (-30.16036606))))));
ans2=144725228442.0+y* (-2300535178.0+ y* (18583304.74
+Yy*(99447.43394+ y* (376.9991397+Yy* (1.0)))));
ansj=ansl/ans2;
}
ese
{
z=8.0/ax;
y=7"7
Xx=ax-2.356194491;
ansl=1.0+y*(-0.183105e-2+y* (0.3516396496e-4+
y*(-0.2457520174e-5+y* (-0.240337019e-6))));
ans2=0.04687499995+ y* (-0.2002690873e-3+ y* (0.8449199096e-5+
y*(-0.88228987e-6+y* 0.105787412¢e-6)));
ansgj=sqrt(0.636619772/ax)* (cos(xx)* ansl-z* sin(xx)* ans2);
if (x<0.0) angj=-ang;

return angj;
}
/* Functia Tntoarce valoarea Iui Y1(X) pentru x poztiv */
float bessyl(float X)
{
float z
double xx,y, ans,ansl,ans2,ans;
if (x<8.0)
{
Y=XX;
ansl=x*(-0.4900604943e13+y*(0.1275274390e13
+y*(-0.5153438139¢11+y* (0.7349264551€9+ y* (-0.4237922726€7
+y*0.8511937935e4)))));

ans2=0.2499580570el14+ y* (0.4244419664e12+y* (0.3733650367€10
+y*(0.2245904002e8+y* (0.1020426050e6+ y* (0.3549632885€3
+y)))));
ans=(ansl/ans2)+0.636619772* (ang* og(x)-1.0/x);

}

else

{

z=8.0/x;

y=2z,

XX=X-2.356194491;

ansl=1.0+y*(0.183105e-2+y* (0.3516396496e-4
+y*(-0.2457520174e-5+y* (-0.240337019e-6))));

ans2=0.04687499995+ y* (-0.2002690873e-3+y* (0.8449199096e-5
+y* (-0.88228987e-6-y* 0.105787412e-6)));
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return ans,

int main (void)
float punct;
clrser();
printf("Dayi punctul : ");
scanf("%f",& punct);
printf(" Rezultat : %.5f" ,bessyl(punct));

getche();
return O;

}

11.6. APLICATII

Tn tabelul (11.1) sunt prezentate valorile functiilor J,Y,,J;,Y; pentru diferite

valori ale argumentului X.

ans=sqrt(0.636619772/x)* (sin(xx)* ansl+ z* cos(xx)* ans2);

Tabelul 11.1
X Jo J1 Yo Y1l
0 1.00000 0.00000 -1.144e+308 | -1.245+340
0.1 0.99750 0.04995 -1.53424 -6.38575
0,2 0.99002 0.09963 -1.08111 -3.22188
0.5 0,93847 0.24420 -0.44452 -1.36457
0.9 0.80752 0.41654 0.00563 -0.84590
1.0 0.76520 0.45426 0.08826 -0.78121
1.2 0.67113 0.52163 0.22808 -0.67897
15 0.51183 0.59930 0.38245 -0.55633
19 0.28182 0.65179 0.49682 -0.40188
2.0 0.22389 0.65487 0.51038 -0.36152
2.4 0.00251 0.62454 0.51041 -0.18943
3.0 -0.26005 0.45084 0.37685 0.08754
35 -0.38013 0.20216 0.18902 0.30063
4.0 -0.39715 -0.10903 -0.01694 0.45621
45 -0.32054 -0.43292 -0,19471 0.52224
5.0 -0,17760 -0.70237 -0.30852 0.48350
55 -0.00684 -0.84045 -0.33948 0.34680
6.0 0.15065 -0.77852 -0.28819 0.14059
6.5 0.26009 -0.48785 -0.17324 -0.09077
7.0 0.30008 -0.01631 -0.02595 -0.29687
7.5 0.26634 0.49928 0.11731 -0.43262
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8.0 0.17165 0.23382 0.22352 -0.15806
8.5 0.04194 0.27226 0.27021 -0.02617
9.0 -0.09033 0.24460 0.24994 0.10431

Calculand mai multe valori ale functiilor date in intervalul (0,10) s-au obtinut graficele
functiilor Bessel din fig.11.1.

Functia Bessel

1
TTTY]T
~———
S

1
I -
(] h
© FEEETT I
i,

Fig.11.1. Graficele functiilor Bessel

Cu gjutorul programelor se poate determina valoarea functiilor Bessell Th orice punct
din domeniul de definitie al functiilor.
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TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA*

Un semnal discret este definit prin valorile acestuia la momente discrete de timp. Tn general,
timpul t este discretizat uniform dacd t=nT cuneZ. Semnalele in timp discret sunt
reprezentate matematic prin secvente de numere notate astfel:

{XnT]}, ne[Ny,N,]
{x[n]}, ne[N;,Ny] (12.1)

Xn], ne[Ng, N,]

Toate aceste reprezentari sunt identice daca in primarelatieseia T=1.

Se va nota semnalul discret x[n] iar limitele intervalului Tn care este definit pot lua valori
ntregi, depinzand de suportul pe care este definit semnalul.

Tn studiul semnalelor si sistemelor n timp discret se utilizeaza cateva secvente de baza cum
arfi:
1. Secventa impuls unitate, prezentatd Tn figura (12.1), definita prin relatia (12.2) si cu o
importanta mare casi functia Dirac 6(t) pentru ssmnalele analogice.

O, pentru n=0;
= 12.2
o] {L pentru n=0; ( )
2. Secventa treaptd unitate, prezentatd in figura (12.2) si definita prin relatia (12.3).
t >0;
un] = {l pEEE (12.3)
0 pentru n<O;

Legatura intre secventa unitate si secventaimpuls este data de relatia:
n 0
u[n] = kZé[k] sau u[n] = kZc?[n— k] (12.4)
=0 =0

Legaturainversi, Tntre secventaimpuls si secventa treapta, este data de relatia cu diferente finite
(12.5):
o[n =un]-un-1 (12.5)

*)Bibliografie: [5],[16],[24]
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dint

3 -2 -1 0 1 2 3 a

Fig.12.1. Impulsul unitate

vinf

H]

3 -2 -1 0

Fig.12.2. Impulsul treaptd unitate

3. Secventa exponentiala este definita prin relatia urmatoare:

n
(] :{Aa , pentru  VneN,a €(0,1) (12.6)
0, pentru n<0;
iar secventa sinusoidala prin expresia:
Xn] = Acos(wgn+¢), ¥V neZ (12.7)

Datorita faptului ca n=t / T este adimensional, reprezenténd numarul esantionului, pulsatia
trebuie luata Tn radiani / esantion sau frecventa Tn Hertz/esantion, iar calculul sau andliza
semnalului seface pentru @, €[0,27] sau w, €[-r, 7].

Periodicitatean timp discret este definita prin relatia

X[Nl=xntN] V neZ (12.8)
unde N este intreg. Testand conditia de periodicitate, trebuie sa avem:

X[n] = Ael@" = Agl@o(MN) (12.9)
deci woN = 2kr (12.10)

Din relatia (12.10) rezulta ca numai pentru anumite vaori ale pulsatiei, N si k sunt Tntregi.
Pulsatiile din intervalul [0,2r] sunt date de setul de valori:
2k

[ :T , k:O,l,Z,...,N; (1211)
Sistemele care transfera o secventi de intrare x{n] ntr-o alta secventa de iesire y[n] se numesc
sisteme in timp discret. Notand S.] operatorul sistemului, acesta este descris
matematic prin relatia
yinl=Sx{n} (12.12)
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Pentru sistemel e discrete Tn timp sunt importante urmatoarel e proprietati:

1. LiniaritateaTn timp, ce presupune satisfacerea conditiei:

S{epxa[n] + o Xo[N]} = ey ya[n] + ¢ y,[N] (12.13)
2. Invarianta Tn timp, care implica conservarea trandatiei semnalului la trecerea prin
sistem. Daca x,[n] = x[n— ny] , atunci raspunsul este;

yi[n] = y[n—ng] (12.14)

3. Cauzalitatea presupune un raspuns neanticipativ la orice secventa de intrare.
Raspunsul la n= n, depinde numai deintrarilela n<n,.
4, Stabilitatea definita printr-un raspuns finit la o intrare finita.
5. Sisteme fara memorie sunt sistemele la care raspunsul depinde de intrare pentru
acelasi numar n de esantioane.

12.12. ANALIZA TN FRECVENTA A SEMNALELORIN
TIMP DISCRET

Prelucrarea numerica a semnalelor isi mareste domeniul de aplicabilitate desi evolutia
proceselor si In particular a semnalelor este continua. Evolutia rapida a componentelor
electronice digitale si a performantelor circuitelor de conversie analog/numerica au contribuit
decisiv la trecerea spre prelucrarea numerici a semnalelor. Tn ceea ce priveste esantionarea
semnalului continuu, pentru a nu se produce interferarea lobilor secundari cu cel principa Tn
spectrul semnalului esantionat, este necesar ca frecventa maxima a spectrului sa fie mai mica
sau cel mult egala cu frecventa lui Nyquist, care reprezinta jumatate din frecventa de
esantionare. La fel ca si pentru semnalele continue este necesar si se cunoasca relaia dintre
semnalul numeric si spectrul semnalului numeric, relatie data de transformata Fourier discreta.

2.1.1. REPREZENTAREA SECVENTELOR CU TRANSFORMATA
FOURIER

Tn acest paragraf frecventasi pulsatia sunt normate si nu apar apar relatii cu marimi
nenormate. Intervalele de studiu sunt -0.5<f <0.5si -t < < 7.
Majoritatea secventelor utilizate Tn tehnica pot fi reprezentate in domeniul frecventa cu gjutorul
transformatei Fourier (12.15):

FOnl} = X(e1) = > x{nje 1" (12.15)

unde X(e!”) poarta numele de functie densitate spectrala sau spectrul secventel x{n]. Relatia
(12.15) serefera latransformata Fourier a semnalelor Tn timp discret (notata si DTFT= Discrete
Time Fourier Transform).

Reprezentarea secventelor prin formula (12.15) necesita existenta transformatei deci:

|X(el?)|< o pentruV weR (12.16)
Aceasta conditie se poate simplifica astfel:
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IX(€) 3 Knle < 3 [qnllle| (12.17)

unde |e/®"|=1. Caurmare, conditia devine i [X[n]|< o (12.18)

N=—o0
Dacid secventax[n] este absolut sumabila, transformata Fourier existid si, de aici rezultd ca

intrarile si raspunsurile sistemelor stabile Tn timp discret sunt totdeauna reprezentabile Tn
domeniul frecventa cu gjutorul transformatel Fourier. Conditia (12.16) se mai poate exprima si
prin urmatoarea limita:

lim | X(e®)- Xy (e!“)|=0 unde XM(eJ“’):nﬁ:Mx[n]e’j“’” (12.19)

Moo

Daca x[n] este absolut sumabil, convergenta seriel (12.15) este asigurata pentru orice w. Teoria
dezvoltarii Tn serie exponentiala [MA] asigura convergenta Tn sensul erorii patratice minime
pentru secvente de patrat sumabil (de energie finita), adica satisfac conditia:

S XN <0 (12.20)

N=—00

Mai general, relatia (12.19) poate fi scrisa sub forma (12.21):
lim [Ix(e!)~ Xy (e!”) do =0

M- _
Transformatele Fourier sunt functii continue de o si periodice cu perioada 2rx. Daci este
cunoscuta transformarea Fourier X(e'”), se poate cacula x[n] cu ajutorul transformiarii
inverse:

x[n] = F{X(e!)} sau x[n]= Zi ][X(ej”)ej”’”dw (12.21)
7[—7[

Tn caz general, transformata Fourier X(e'”) este o functie complexi de o. In andiza
semnalului intereseaza partile reala si imaginara, respectiv modulul si faza:

X(e'”) = Xg(e!) + X, (e!) (12.22)
sau X(e!?) =| X (e!?)|e!¥) (12.23)
Functia X(e'® reprezinta spectrul in frecventa al secventei x[n] , | X(e'® | este spectrul de
amplitudine, iar g(w) =arg(X(e!”)) este spectrul de fazi. Functia spectrului de faza nu este
univoc determinata. Reprezentarile se fac pe o perioada.

12.1.1.1. Algoritmi de calcul al transformatel Fourier rapida FFT (Fast
Fourier Transform)

Pentru calculul transformatei Fourier discrete (DTFT):
N-1 2z

X[K]= ¥ XWX  k=0L..,N-1LW,=e N  (12.24)
n=0
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sunt necesare un numar de N2 fnmultiri complexe si  N(N-1) adunari complexe. Daci o
nmultire complexa se efectueaza Tn patru Tnmultiri si doua adunari reale, rezulta un numar de
4-N? nmultiri realesi 4-N?-2.N adunari reale.
Avand in vedere proprietatile coeficientilor W :
N N
W =1 Wh(,zm)'2 =W =e T =1 Wik =Wy ; (12.25)
2
exista algoritmi care permit efectuarea DTFT cu un numar mai mic de operatii. Acesti algoritmi
pleaca de la descompunerea transformatei de ordinul N in transformate de ordin ma mic.
Componentele pot fi prime intre ele sau pot avea divizori comuni. Un caz important este acelain
care N = R”, unde R este numiti bazi. Pentru explicarea unei largi categorii de algoritmi se
poate porni de lareprezentareaindicilor sub forma:
n=kn +kon, (ModN) 5 k=Kksk; +ksk, (mod N) (12.26)

12.1.1.1.1. Algoritmul in baza 2 cu decimaren timp

Algoritmul este ales pentru secvente reale. Secventele x[n] reale au proprietatile:
X[k]= X" [N—-k], sau ReX[k]=ReX[n-Kk], ImX[k]=ImX[N-k}  (12.27)
iar X[0] [si X[N/2] au valori reale. Ca urmare, este suficient si se calculeze urmatoarele N valori:
X[0],Re X[1],Re X[2],...,Re X[N/2-1],
X[N/2],Im X[1],Im X[2], ...Im X[N/2-1] ___

Algoritmul este:
N N
N Py K N 2t L
X[k + 5 ko] = 2 X(2n LW +WE W2 . 2 2.0, + LWt (12.28)
2 n=0 ? n=0 ?
Pentru k, = O rezulta:
X[ky] = X Tk] + Wt X[k ] (12.29)

unde XTk,] si X'[k,] reprezintd celedoui DTFT de ordinul doi. Pentru a pune in evidenti
simetria circulara para a acestor transformate:

Xlla] = X"~k X Tl = X" [ - k) (12:30)
si evaluand avem:
X[%— k] = X Tky] =W X Tky] (12.31)

Partile reale si imaginare sunt:
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Re X[k,] = Re X [k;]+ cosdRe X [k ] +sindRe X '[k]
Im X[k ] = Im X [k;]—sindRe X [k,]+ cos@1m X [k,]

Rex[%— k,]= ReX [k]-cos#ReX [k;]-sindRe X "[k,] (12.32)

Im X[%—kl] =—Im X [k;]-sin@Im X [k,] + cosdRe X [k, ]

0=

Se utilizeaza primele doua relatii pentru esantioanele de ordin 0,...,N/4, ludnd k; =0,...,N/4,
apoi esantioanele N/4,...,N/2, ludnd K, =0,...,N/4. Rezulta fluturele de calcul cu structura din

figura 12.3.

2

Structuri mai simple se obtin pentru  k; =0,N/4,N/8.

Pentru evaluarea complexitatii calculului aritmetic trebuie avut Tn vedere ca intr-un etaj exista

un fluture de tipul Kk, =0 caracterizat prin doua adunari, un fluture de tipul

K, =N/4 care nu necesita operatii, un fluture de tipul k; =N/8 care necesita doud fnmultiri si sase
adunari si N/4 -2 fluturi complecsi care necesita fiecare patru Tnmultiri si sase adunri. Tn final

rezulta:

| :N/Z

) o

o /0 Re X[k,
Re X[k]
TFD
Re X[k,]
[e]
Re X [k]
N/2
Re X [k] _
—0 —cos(6) 1 Im X[N /2-Kk]

Fig.1.2.3. Structurafluturelui de calcul Tn algoritmul cu decimare Th timp
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numarul de tnmultiri relle(NMR), NMR[N]= Nlog, N —% N+4 (12.33)

numarul de adunari reale (NAR),  NARIN] = g Nlog, N _g N +4 (12.34)

unde N=2" reprezinti numirul total de esantioane. Numarul de operatii se micsoreazi, prin
acest algoritm rezultand o reducere a memoriel necesare ca urmare a utilizarii unor numere reale
n loc de numere complexe.

12.1.1.1.2. Programul pentru FFT cu decimarein timp

#include <math.h>
#include <graphics.h>
#define Pl 3.141592653
/* Transformata Fourier rapidd cu decimare in timp
pentru secvense de tipul 2”m
mordinul secvenyel
X vector cu dimensiunea 2"m care continelaintrare
partea reala a semnalului intimp, iar laiesire
partea reala a semnalului in frecvenya
y vector cu dimensiunea 2"m care contine laintrare
partea imaginara a semnalului in timp, iar laiesire
partea imaginarda a semnalului Tn frecvensa

*/
void FFT_DT(int m, double x[] ,double y[])
inti,jkl,n1,n2n;
double a,c,sxt,yt,w;
n=pow(2,m);
=L
for(i=1;i<=n-1;i++)
if(i<j)
{ _
x=x{j];
X{j1=x{i];
x[i]=xt;
xt=y[jl;
ylil=ylil;
yli]=xt;
}
k=n/2;
while (k<j)



Transformata Fourier discreta 259

k=k/2;
}
j+=k;
}
nl=1;
for(k=1;k<=m;k++)
{
n2=nl;
nl=n2*2;
w=PI/n2;
a=0;
for(j=1;j<=n2;j++)
{
c=cos(a);
s=sin(a);
a=j*w;
for(i=j;i<=n;i+=nl)
{
[=i+n2;
xt=c*X[1] +s*y[l];
yt=c*y[I]-s*X(l];
X[ =X[i]-xt;
X[1]=x[1] +xt;
Yl =yli]-yt;
ylil=yli]+yt;
}
}
}
void main(void)
{
inti;

int gdriver = DETECT, gmode, errorcode;
doublere[128] ,im[ 128], modul [ 128];
for(i=0;i<=127;i++)

{
refi]=0;
im[i]=0;
}

/* Qunt date funcriile impuls si triunghiulara */

[* impuls™*/

for(i=0;i<=10;i++) refi]=1;

[*sinus*/

f* for(i=0;i<=127;i++) refi]=0.2*sin(P1/4*1)+0.1*sin(P1/8*i);*/
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[* triunghi

for(i=0;i<10;i++) refi]=i;

for(i=10;i<20;i++) refi]=20-i; */

FFT DT(7,rejim);

for(i=0;i<=127;i++)modul[i]=sgrt( pow(refi] ,2)+pow(im[i],2) );

* inigializare mod grafice */
initgraph(&gdriver, &gmode, "");
errorcode = graphresult();
if (errorcode !'= grOKk)
{
printf("Eroare grafica: %s\n", grapherrormsg(errorcode));
printf("Press any key to halt:");
getch();
exit(1);
}
putpixel (4,300-30* modul [ 1] , YELLOW);
for(i=2;i<=127;i++)

{
lineto(4*i,300-30% modul[i]);

}
getche();
closegraph();
}

12.1.1.1.3. Algoritmul in baza 2 cu decimarein frecventa

Tn acest caz se prezinti indicii sub forma:

N N
n=n +—n, , n,=01...,—-1,n, =01,
2 2 1 1- 2 2 1-

N (12.35)
k:2k1+k2 , klzo,l,...,?—l, k2=0,1,
deci
L N
2 i N (2ky +ko ) (N +—1,)
X[2ky +kol= 2 X Xy + 0] Wy T (12.36)
n=0n,=0

din care rezulta pentru K, = O si respectiv k, =1
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N
—-1

2 N kg N
X[2k] = 2 0]+ X0y + ST = TFD (] + 4 + )
N ? 2 (12.37)
2 N N
X[2k+2 = 2 (] =g + STIWRWR = TFD { (] = X[y + 5 Wi}
- 2 2 2

Transformata de ordin N se descompune n doua transformate de ordin N/2.Fiecare din cele
doua grupuri de cate N/2 semnale ce constituie intrarile transformatelor in N/2 puncte se divide
n doua dupa acelasi procedeu (primele N/4 si urmatoarele N/4).Vor rezulta un numar de
log, N etaje, Tn fiecare realizandu-se N/2 operatii de tip “fluture” structura fluturelui fiind data

infigural2.4.
Complexitatea calculelor aritmetice este dat de :

NMR[N] = 2log, N, NAR[N]=3NIlog, N (12.38)
invarianta4/2 ,casi ladecimareain timp, sl

NMR[N] = (3/2)Nlog, N, NARN]=(7/2)Nlog, N (12.39)
pentru varianta 3/3.

Pentru acest algoritm esantioanele semnalului seiau in ordinea naturala, iar aeiesirii rezulta in
ordineainversa abitilor.

a a+b

O

-1 (a— bWt
: ()

Fig.12.4. Structura fluturelui de calcul Tn algoritmul cu decimarein frecventi

12.1.1.1.4. Programul pentru FFT cu decimarein frecventa

#include <math.h>

#include <graphics.h>

#define Pl 3.141592653

/* Transformata Fourier rapida cu decimare in frecvensa
pentru secvenye de tipul 2"m
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m ordinul secvensel

X vector cu dimensiunea 2"m care congine la intrare
partea reala a semnalului intimp, iar laiesire
partea reala a semnalului Tn frecvenya

y vector cu dimensiunea 2"m care congine la intrare
partea imaginara a semnalului intimp, iar laiesire
partea imaginara a semnalului Tn frecvenza

*/
void FFT_DF(int m, double X[],double y[])
{
inti,j,kl,nl,n2,n;
double a,c,sxt,yt,w;
n=pow(2,m);
n2=n;
for(k=1;k<=m;k++)
{
nl=n2;
n2=n2/2;
w=PI/n2;
a=0;
for(j=1;j<=n2;j++)
{
c=cos(a);
s=sin(a);
a=j*w;
for(i=j;i<=n;i+=nl)
{
[=i+n2;
xt=x[i]-X[1];
X[i]=x[i]+x{1];
xt=y[i]-yI];
ylil=yli]+y[l];
X[I]=c*xt+s*yt;
y[I]=c*yt-s*xt;
}
}
o}
=L
for(i=1;i<=n-1;i++)
{
if(i<j)
{
xt=x{jI;
X[j]1=xi];
X[i]=xt;

xt=y[jl;
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ylil=ylil;
yli]=xt;
}
k=n/2;
while(k<j)
{
=k
k=k/2;
}
j+:k;
}
void main(void)
{
inti;

int gdriver = DETECT, gmode, errorcode;
double re[128] ,im[ 128], modul[ 128];
for(i=0;i<=127;i++)
{
refi]=0;
im[i]=0;
}

[* impuls™*/

for(i=0;i<=10;i++) refi]=1;

[*sinus*/

¥ for(i=0;i<=127;i++) re[i]=0.2*sin(PI/4*i)+0.1*sin(P1/8*i);*/

[* triunghi

for(i=0;i<10;i++) refi]=i;

for(i=10;i<20;i++) refi]=20-i; */

FFT _DF(7,re,im);

for(i=0;i<=127;i++)modul[i]=sgrt( pow(refi] ,2)+pow(im[i],2) );

/* inigializare mod grafice */
initgraph(&gdriver, &gmode, "");
errorcode = graphresult();
if (errorcode != grOKk)
{
printf("Eroare grafica: %s\n", grapherrormsg(errorcode));
printf("Press any key to halt:");
getch();
exit(1);

}
putpixel (1,300-30* modul [ 1] , YELLOW);
for(i=2;i<=127;i++)
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{
lineto(8*i,300-30* modul[i]);
}

getche();

closegraph();

}

12.1.2. ALGORITMUL GOERTZEL

Acest algoritm are viteza de calcul inferioara algoritmilor FFT prezentati, dar superioara
vitezei de calcul atransformatei DTFT. Codul agoritmului este smplu, ceea ce-l face util in
unele aplicatii.

Utilizand egalitatea Wy =1, expresiatransformatei Fourier discrete (12.23) devine:

X[Kk] = Nilx[n]W,\]k(N’") (12.40)
n=0

Relatia (12.40) poate fi interpretatda ca o convolutie discreta a secventel x[n] cu secventa
W care reprezinta functia de transfer a unui filtru. Notand raspunsul filtrului cu y, [n]
pentru intrarea x[n] se obtine:

N-1
yilnl = 3 xqmwg (12.41)
m=0
Raspunsul filtrului laimpulsul treapta un] este h, [n] = W "u[n] (12.42)
Aplicand transformata z relatiel (12.42) se obtine functiade transfer afiltrului:
He (2) = iw,\]k”u(n).z‘n (12.43)
n=0
Tinand cont de valorile lui u[n] si ca suma este 0 serie geometrica infinita, rezulta:
1
H(z) = — — 12.44
@ 1-Wk.z? ( )
Facand prelucrari asuprafunctiel de transfer (12.44), obtinem:
1 1-W.z 1 1-wr.z1
Hc(2 = w11 WNk - = > ”“k (12.45)
—Whtez o =Wz 1—2.005( .NI j.z‘l+z‘2
Considerand
Y (2-Vi (9 Y (2) K -1
H(@D=""7"= unde =1-W.z 12.46
D= @V @ V@ T (12.46)
rezulta:
Vi@ _ ! (12.47)

X (@ 1- 2.005(72'”' kj.z’l +77°
N

Aplicand transformata z inversa relatiilor (12.46) si (12.47) se obtin ecuatiile cu diferente finite:
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2.7k
vi[n] =2co{ . j.vk[n—l]—vk[n—2]+x[n1 : (12.48)
Vil = vic[n] - Wfv [n - 1;
Secventa Y, [Nn] reprezinta spectrul semnalului x[n].Ecuatiile (12.48) pot fi
implementate prin schema filtrului numeric de ordinul doi din figura (12.5)
Vi[n] +
=T
X[r] &
n + - YIn]
[~
— <—< + >
"
Z—l N

2cos(27k [ N) Vi[n-2]

3

Fig.12.5. Structurafiltrului careimplementeaza algoritmul lui Goertzel

12.1.2.1. Implementarea algoritmului

Void GOERTZEL (double R[],double I[],int N,int K)

double vr1,vr2,vil,vi2,temp,yfr yfi;
double c,s,phi,wn;
static double REAL[K],IMAG[K] ,MAG[K];

intj,k;
for(k=1;k<=k;k++)
{
vrl=wr2=0;
vil=vi2=0;
phi=2*pi*k/N;
c=cos(phi);
s=sin(phi);
for(j=1;j<=N;j++)
temp=wvrl,
vri=2*c*vrl-vr2+R[j];
Vr2=temp;,

temp=vil,;
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vil=2*c*vil—vi2+I[j];
vi2=temp;
}
yfr=c*vrl-vr2-stvil;
yfi=c*vil-vi2+s*vrl;
REAL[K] =yfr;
IMAGI[ K] =¥fi;

/[Calculeazi magnitudinea semnalului deiesire
for(k=1;k<=K,k++)MAG[ K] =sgrt(real [ K] * REAL[ K] + IMAG[ K] * IMAG[ K] );
AXE1(k,Mag);//reprezentarea grafica a magnitudinii
getche();

1

12.1.2.2. Erori de cuantizarein calculul transformatel Fourier discrete

Pentru transformata Fourier discreta trebuie si calculam suma:

X[K] = Nilx[n] WK n=01..,N-1 (12.49)
n=0

incare { x[n]}c Csi se considerd numerele reprezentate in virgula fixa, in complement fata de

doi. Daca {n] este prezentat pe B+1 hiti si este utilizat acelasi format pentru reprezentarea
coeficientilor WN“", dupa fiecare inmultire efectuatd exact ar trebui marit formatul cu inca 8
biti. Din economie de memorie nu se procedeazi astfel, ci se face o rotunjire dupa fiecare
inmultire la B+1 biti, ceea ce duce la o eroare echivalenta cu un zgomot. Daca asociem céte 0
sursa de eroare pentru fiecare inmultire reala si tinem seama ca numerele sunt complexe, rezulta
urmatoarea val oare cuantizatd a unui produs:

QTIWF) = Re{x(r] cos 22X 2B

+€n1[K + Im{x[n]}sianTnk+ J{Im{x[n]}cos

el - Re({nl}in 22X - e, )

(12.50)
iar eroarea corespunzatoare este:
en[K] = en[K] + e o [K] + j{ena[K] — € a[K]} = &, [K] + j&y, [K] ~ (12.51)
Daca referitor la erorile de cuantizare rezultate din inmultirile reale, se fac ipotezele uzuale
pentru zgomotul de rotunjire :
-densitate de probabilitate uniforma ntre si
-erorilemai provin delaoperatii diferite care sunt necorelate;
-erorile sunt necorelate cu semnalul delaintrare
rezulta valorile medii:

_ 2*(371) 27(371) .
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Efen, (K]} = 0; E{ef; [k} =%-2'ZB =op;; Elen[K} =0

E{|e,[KI[} = E{e},[K]} + E{el,[K]} + E{e]5[K]} + E{e] 4[KI} + 2E{e, 1 [Kle, o [KI} +

1,
+ E{enalKlen [kl = 527° = Ao

ultima expresie reprezentand varianta (dispersia) erorii dintr-un nod oarecare.
Eroareatotala este caracterizata prin:

N-1
Flkl= %en[k]’ E{F[k]} =0,

Nz—l

n=0

N-1 N-1 N-1
E{IFIKIF} = E{| ;Oen,k[knz}: E{ > efaln + X e [n1}= 2 Edlen[kIF) -

Lucréndu-sein virgula fixa, trebuie avuta in vedere problema scalarii.

N-1
Tinand cont de relatia | X[K]|< Y. |x[n]|< N se pot evita depasirile prin scalarea semnalelor de
n=0

intrarecu 1/N.__

12.2. APLICATII

1. Seconsidera semnalul EEG din figura 12.6 si esantioanele urmatoare :

119,128,126,131,131,126,136,128,128,129,117,125,125,125,129,122,
119,119,122,120,131,129,134,140,132,136,132,126,131,120,122,121,
131,129,128,134,123,129,131,126,131,126,130,133,128,134,128,127,

129,121,128,124,123,130,121,128,127,126,133,125,128,129,126,132,
123,127,131,124,131,128,131,134,127,134,129,128,133,125,132,130,
126,133,125,130,129,120,126,122,128,132,123,129,123,124,131,124,
130,125,124,133,126,131,131,128,133,126,129,131,124,130,127,130,
134,125,131,129,127,135,129,132,126,118,126,121,130,133,129,135

luate cu frecventa f=128Hz si masurate in uV. Se cere analizain frecventa a semnalului EEG.
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Uluv]
140

119 ts]

0.25 0.5 0.75 1
Fig.12.6. Semnal EEG pentru un subiect masculin

Prin algoritmul decimarii Tn timp s-a obtinut rezultatul din figura (12.7 ) iar cu agoritmul
Goertzel rezultatul din figura (12.8)

U /U,

YA W

0.5 1

Fig.12.7.Modulul semnalului EEG Tn frecventd normata prin algoritmul decimarii Tn timp.

u/U,

0. J\_.li\__.-"l-""uﬂ'l S

0.5 1

Fig. 12.8. Modulul semnalului EEG in frecventa normata prin algoritmul Goert
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2. Sa se determine transformata Fourier discreta pentru impulsul treapta din figura(12.9).

N

0.5

100 200 300 400 500

Fig.12.9.Impulsul treapta.
u[n]

16

250 500
Fig.12.10.Transformata Fourier aimpulsului treapta

Prin analiza figurilor, transformatelor Fourier, a semnalelor se pot trage concluzii asupra
comportarii Tn frecventda a semnalelor, ceea ce in medicind ihseamna diagnosticarea unor
afectiuni, iar Tn tehnica realizarea unor sisteme cu diferite proprietati.
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ANEXA 1

1. Programul pentru calculul valorii unui polinom intr-un punct dat.
VALPOL
#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#incude <math.h>
#define NrMax 10

/* Functia Tntoarce valoarea polinomului Tntr-un punct dat */
double VALPOL(int grad,
double Coef[ NrMax],
double point)

{inti;

double aux;
aux=Coef[grad];

for (i=grad-1; i>=0;i--)
aux= Coef[i] + point* aux;
return aux;

int main(void)
{
int n,i;
double A[NrMax],pct;
clrser();
printf(* Dayi gradul polinomului*);
scanf(* %d,&n);
printf(* Dayi coeficienyii polinomului \n");
for (i=n;i>=0;i--)

{printf(* A[%d]=",i );

scanf (“ %lf" ,&A[i]);

}
printf(* Dayi punctul de calcul*);
scanf(* %lf* ,& pct);
clrser();
printf(“ Valoarea polinomului este
%6,5f ,VALPOL (n,A,pct));
getche();
return0;
}
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2. Programul pentru calculul valorii derivatei unui polinom Tntr-un punct dat.
DERPOL
#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#incude <math.h>
#define NrMax 10

/* Functia Tntoarce valoarea polinomului Tntr-un punct dat */
double DERPOL(int grad,
double Coef[ NrMax],
double point)

{inti;

double aux;

static double B[NrMax] ;

B[ grad] =aux=Coef[grad];

for (i=grad-1; i>=0;i--)

{B[i]=Coef[i] +point*auxB[i+1];

aux=B[i] + point* aux;
}

return aux;

int main(void)
{
int n,i;
double A[NrMax],pct;
clrser();
printf(* Dayi gradul polinomului*);
scanf(* %d,&n);
printf(* Dayi coeficienyii polinomului \n");
for (i=n;i>=0;i--)

{printf(* A[%d]=",i );

scanf (“ %lf" ,&A[i]);

printf(* Dayi punctul de calcul*);

scanf(* %lf* ,& pct);

clrser();

printf(* Valoarea derivatel polinomului este
%6,5f* ,DERPOL(n,A,pct));

getche();

returno;

}
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