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SISTEME DE REGLARE
CU ESANTIONARE

In general, prin esantionare se intelege discretizarea in timp a unui semnal continuu. In
majoritatea aplicatiilor practice, esantionarea este uniform& (are loc la momente de timp
echidistante), iar semnalele de timp discret obtinute prin esantionare sunt si cuantificate
(discretizate in valoare), fiind deci semnale de tip numeric. In cazul sistemelor cu esantionare
multipla, care contin atat elemente continue cu dinamicd lentd cat si elemente continue cu
dinamica rapida, semnalele continue asociate acestor sisteme sunt discretizate cu perioade de
esantionare diferite.

Sistemele cu esantionare, numite si sisteme esantionate, sunt sisteme hibride care
contin atat subsisteme cu timp continuu (analogice), cat si subsisteme cu timp discret (discrete).
Prezenta ambelor tipuri de subsisteme si de semnale (analogice si discrete) in cadrul aceluiasi
sistem creaza o serie de dificultati in analiza si sinteza sistemelor cu esantionare, care pot fi
Tnsa depasite prin utilizarea formalismului matematic bazat pe transformarea Z.

Sistemele cu esantionare pot valorifica intr-un mod armonios avantajele rezultate din
imbinarea caracterului intuitiv al conceptului analogic cu flexibilitatea si potentialul de calcul
(caracterizat prin capacitatea de memorare, viteza si precizia de calcul) specifice sistemelor

numerice.

4.1. EXEMPLE DE SISTEME CU ESANTIONARE

Un exemplu de sistem cu esantionare il constituie sistemul de reglare continuad (cu
regulator continuu) a concentratiei unui component intr-un amestec, avand ca traductor de
concentratie un cromatograf de proces. Probele de analizat sunt prelevate periodic, la
momentele de timp #=kT, keZ, iar operatia de masurare a concentratiei componentului
dureazd un anumit interval de timp z (considerat timp mort), mai mic sau cel mult egal cu
perioada de esantionare T. Intre momentele de timp fx+t si fx+1+t, cromatograful genereaza un
semnal constant, ce caracterizeaza concentratia la momentul .

Sub aspect formal (matematic), sistemul de méasurare este echivalent unei conexiuni
serie de trei elemente (fig. 4.1): un element de intarziere cu timpul mort 7, un convertor

analogic-discret Ca_p cu perioada de esantionare T si un convertor discret-analogic Cp_a.
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De remarcat faptul ca prin efectuarea succesivd a conversiilor analogic-discreta si
discret-analogica, o functie de timp continuu este transformatd tot intr-o functie de timp
continuu, dar de tip scara, iar cele doua functii tind s& se identifice atunci cand perioada de
esantionare T tinde la zero.

Sistemele de reglare a temperaturii de inflamabilitate, a temperaturii initiale si a
temperaturii finale de fierbere ale unor produse petroliere sunt, de asemenea, sisteme cu
masurare esantionata si intarziata.

c u
R E
w w -1s
Cpa Cap e
m w? W ¥
0| T2T3T t 0| T2r31T t O[T t 0 {

Fig. 4.1. Sistem de reglare automata cu masurare esantionata si intarziata

Tipul de sistem cu esantionare cel mai reprezentativ este cel intalnit la reglarea
proceselor continue cu ajutorul unui calculator sau al unui regulator numeric (fig. 4.2). La
fiecare moment de esantionare t=kT, convertorul analogic-discret Ca.p genereazd valoarea
numerica mo(tk) a semnalului discret numeric m°, practic egala cu valoarea semnalului de timp
continuu m(t) la momentul f, iar blocul numeric BN calculeza, prin procesarea convenabila a
erorii €°(t)=i°(t)-m°(t,), valoarea numericd c’(ty) a semnalului de comanda. Pe durata
intervalului de esantionare [fx,fx+1), convertorul discret-analogic Cp.po mentine semnalul de
comanda de timp continuu c(t) la o valoare constanta, egala cu c°(ty).

Deoarece toate semnalele discrete ale sistemului de reglare sunt de tip numeric
(digital), fiind cuantificate intr-un numéar finit de valori, convertorul analogic-discret Cap se
numeste analogic-digital sau analogic-numeric (Ca.N) iar convertorul discret-analogic Cp.a se
numeste digital-analogic sau numeric-analogic (Cn-p)-

Deoarece contine suplimentar, intre cele doud convertoare, blocul numeric de
procesare a semnalului discret, structura sistemului de reglare cu algoritm de comanda numeric

este mai generala decét cea a sistemului de reglare cu mésurare esantionata.
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I]|T2T3Tt l] T2T3T t l]|T2T3Tt

c C[]_ﬂ C E u

Fig. 4.2. Sistem de reglare automata cu regulator numeric

4.2. CONVERSIE, MODULARE, EXTRAPOLARE

Prin conversie analogic-discreta cu perioada T (numita si esantionare cu perioada T),
o functie analogica (de timp continuu si cu valori finite) f(t) este transformata intr-o functie de
timp discret T-echivalenta f° ()={KT)}keN-

Pentru ca operatia de conversie sa fie realizata fara pierdere de informatie este necesar
ca pulsatia de esantionare (ws=2n /T ) s& fie mai mare cu dublul pulsatiei maxime @y a
semnalului de esantionat (teorema de esantionare a lui Shannon).

In conditiile precizate de teorema lui Shannon, functia de timp continuu f(f) poate fi
reconstituitd pe baza valorilor functiei discrete asociate f°(t)={f(kT)}xcz, cu relatia

© SinM

fit) = k_z“wf(kT)ﬁ . (1)

Un exemplu edificator de nerespectare a regulei lui Shannon il constituie esantionarea
cu pulsatia 2wp a unui semnal analogic pur sinusoidal, caracterizat prin pulsatia ®g si
amplitudinea A. Prin esantionare se obtine un semnal discret cu valoarea constanta (cuprinsa in
intervalul [-A, A]), din care, evident, nu se poate reconstitui semnalul sinusoidal.

In aplicatiile practice, pulsatia de esantionare se alege insa de circa 5...10 ori mai mare
decat valoarea criticd 2wp. In plus, pentru ca semnalul analogic sa nu fie contaminat de
perturbatile cu frecventa mai mare decat frecventa maxima initial prevazutd wp, in fata
convertorului analogic-discret trebuie amplasat un filtru trece-jos care sa blocheze frecventele
superioare lui mog.

Prin conversie discret-analogica, o functie discretd f° (t) cu perioada de discretizare T
(t=kT, keZ) este transformata intr-o functie analogica f,(t), teR.
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Functiei de timp continuu f(t) si functiei de timp discret f°()={ f(kT) }xen li Se asociaza
functia de timp continuu tip distributie f*(t), definita astfel

() = if(kT)S(t—kT) , teR". )
k=0

Din examinarea relatiei (2) reiese ca distributia f (numitd impropriu si functie
esantionata) este o succesiune de impulsuri Dirac echidistante si modulate in “amplitudine”.

Distributia *(t) va fi reprezentata grafic prin segmente orientate, avand aceeasi lungime
ca la functia de timp discret °(t) - fig. 4.3. In cele ce urmeaza vom considera ca la momentul

t=kT, distributia f*(t)are valoarea de modulare
F*(ti) =f(ti) - 3)

Distributia f* contine aceeasi informatie ca functia discreta f°, dar spre deosebire de
aceasta, este compatibila cu formalismul matematic de tipul transformarii Laplace. Transfor-

mata Laplace a distributiei f* are expresia

F*(s) = i f(kT)e kTS . 4)
k=0
Sub aspectul formalismului matematic, operatia de conversie discret-analogica poate fi
descompusa n doua suboperatii: una de modulare in impulsuri Dirac, cealaltd de extrapolare
(fig. 4.3). Prin modulare, semnalul discret de intrare f° este transformat intr-un semnal tip
distributie f*, iar prin extrapolare, semnalul tip distributie f* este transformat intr-un semnal
analogic f5. In cazul convertorului discret-analogic de ordinul zero, functia analogica de iesire f5

conserva valoarea functiei discrete de intrare f° pe durata intervalului de esantionare.

Fig. 4.3. Structura idealizatad a convertorului discret-analogic Cp_a:
M - modulator in impulsuri Dirac, EX — extrapolator (de ordinul zero).
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Extrapolatorul de ordinul zero (numit “holder” in engleza si “bloquer” in franceza)
genereaza o functie analogicad avand valoarea constantd pe fiecare interval [, fx+1), egald cu
valoarea de modulare a distributiei de intrare la momentul tx (fig. 4.4), adica:

fa() =fty) ,  telly tk+q) - ()
iy fal
111 =l
0| T 2137 ¢ 0| T213T t
=50 fa()=hg(0
1 1 —‘
0| T2131 ¢ 0| T2T3T t

Fig. 4.4. Estimarea functiei analogice cu extrapolatorul de ordinul zero

Raspunsul extrapolatorului de ordinul zero la intrarea tip distributie f*(t)=0(t) este functia

pondere
1, te[0,T)
ho(t) = (6)
0, te[T, o)
Scriind functia pondere sub forma
ho(t) = 1(t) - 1(t-T) , (7)

obtinem pentru extrapolatorul de ordinul zero urméatoarea functie de transfer

1_e—TS

Ho(s) =L[ho(t)] =

(8)

Extrapolatorul de ordinul unu (fig. 4.5) estimeaza functia analogica f; () pe intervalul
[tx, tk+1) prin extrapolarea liniard a valorilor de modulare anterioare f(fx_1) si f(tx) ale distributiei
f¥(t), dupa relatia

()= f(tk)+w(t—tk), telte tee1). )

Scriind functia pondere a extrapolatorului sub forma

m( =+ L 111+ a-Doire-n - 1e-2m) =
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=(1+ £ - 20+ = nen + (1+ =2 12, (10)

rezultd urmatoarea functie de transfer a extrapolatorului de ordinul unu

T
Fir(s) = Lo = T2 (=22 (11)

9 _ fal0

0| T2T3T t 0| T213T1T t

f=8(0 , faiti=h, (0

s
0] T2T 3Tt

Fig. 4.5. Estimarea functiei analogice cu extrapolatorul de ordinul unu

Extrapolatorul cu intarziere T (fig. 4.6) genereaza o functie analogica continua pe R si
liniara pe fiecare interval [fx, tx+1], astfel incat f,(f)=f(t,_1) si fa(tk+1)=f(ty), adica

fa(t)zf(tk_1)+w(t—tk), telto teml. (12)

fig)

il

0| T2T3T t

ft)-800

Fig. 4.6. Estimarea functiei analogice cu extrapolatorul cu intarziere T

Extrapolatorul are functia pondere
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hrio=L (-1 N Die-n-1e2n=L1o-25T 1en 2w (13)
si functia de transfer

1- -Ts

Hr(s)=LIhr(t)] = = ( ). (14)

1
-

Datoritd simplitatii si robustetii functionale, extrapolatorul de ordinul zero este preferat in majoritatea
aplicatiilor practice.

4.3. METODA OPERATIONALA Z

Metoda operationald de analizad si sintezd a sistemelor cu esantionare apeleaza la
transformarea liniard Z.

4.3.1. Transformarea 2

Functia analogica f(t), functia discreta f°(f) si functia distributie asociata ft), toate cu
valoarea nula pentru t<0, admit aceeasi transformata Z, definita astfel

Zf]=ZIP0)= ZIPw] = S AKT) 2% (15)

k=0

unde T este perioada de esantionare, iar z - o variabild complexad cu modulul suficient de mare
pentru a asigura convergenta seriei.

A
Deoarece distributia &* asociaté functiei discrete de tip impuls unitar 8°={1, 0, 0, ... }
este chiar distributia impuls Dirac 3(t), adica 5*(t)=3(t), din (15) rezulta

Z[3()]=ZI8"()]=1 . (16)

Transformata F(z) a functiilor f(t), f°(t) si f*(t) se obtine din transformata Laplace F¥(s) a
distributiei f*(t) substituind pe e's cu z, adica

F(z) =L[ft . 17
( ) [ ( )]‘ Ts 7 ( )
Intr-adevér, in conformitate cu (4) avem:

FO)| e, =Y FKT)Z* = Z[70)
k=0

Asa cum vom ardta mai departe, transformata F(z) a unei functii de timp continuu f(f)
poate fi determinatd pe baza transformatei Laplace F(s) a functiei f{(t). TinAnd seama de acest

fapt, pentru simplificare formalismului matematic vom accepta utlizarea notatiei (abuzive)
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abz
Z[ft)] = Z[F(s)]. (18)

Dintre proprietétile transformarii Z valabile atat pentru functiile de timp discret cat si

pentru cele de timp continuu, mentionam:
e proprietatea de liniaritate
Zlkifi(t) + kafao(t)] = k1 Z[f1(1)] + ko Z[fo(t)], k1, k2 €R ; (19)
e proprietatea deplasaérii in real
ZIft-nN=z"ZIR), Zle " F(s)]=z"ZIfD)] ; (20)
e proprietatea inmultirii in complex
Zle 1) = F(e® ), Z[a_% f(t)] = F(a.z) ; (21)
e proprietatea derivarii in complex
Z[tf(t)] = -TF'(2); (22)
e proprietatea valorii finale

lim f(nT)=lim(1-z"YF(z) , " (23)

n—o z—1

valabila atunci cand (1—z’1)F(z) are toti polii cu modulul subunitar;

e proprietatea valorii initiale

f(0) = lim F(z) , (24)

Z—> 0
valabila atunci cand limita din dreapta egalului exista si este finita;

e proprietatea produsului de convolutie

k
ZI > h(kT-iT)u(iT)] = H(z) U(z) . 2 (25)

i=0

" (1=YFE) = ZIA0]- ZI (-] = ZIF ()~ f (- DI= Y. D)~ (=D =
k=0

n n—1
= lim > LD~ f(-DDz* = lim 3 [fKT)z ™=z + f@aDz ™),
k=0 k=0
deci

lim (l—z_l)F(z) = [im lim [nZlf(kT)(z_k—z_k_l)-i-f(nT)z_”]= lim f(nT).
z—1 n—w 21 = 1n—00



SISTEME DE REGLARE CU ESANTIONARE 181

Reamintim ca functia pondere h°(t) a unui sistem discret, este raspunsul fortat la intrarea
impuls unitar 8°={1, 0, 0, ... }, iar functia indiciald g(f) este raspunsul fortat la intrarea treapta
unitard 1°={1,0,0, ... }. Deoarece &°(t)=1°(t)-1°(t-T), din principiul superpozitiei rezult

h(H)=g(t)-g(t-T) , (26)
iar in urma aplicarii transformarii Z obtinem
ZIh(0)=(1-2 ) Zlg (1] (27)

In conformitate cu principiul superpozitiei, raspunsul fortat al unui sistem discret cu
functia pondere h(f) la o intrare arbitrara u(t) poate fi exprimat prin relatiile de convolutie

k k k
Y(kT)= " h(kT-iTyu(iT) = Y h(iT)u(kT-iT) = g(iT)u(kT-iT)-u(kT-iT-T)], (28)

i=0 i=0 i=0

Mai departe, introducénd notatia W(z) pentru transformata Z a produsului de

convolutie a functiilor de timp continuu h(t) si u(t), adica HU (z) = Z[h( f)eu(t)], din proprietatea

(2.8) a produsului de convolutie rezulta
HU(2) = Z[H(s)U(s)] . (29)

Cazuri particulare. a) Dacad U*(s) este transformata Laplace a semnalului tip distributie
u*(t), atunci

HU* (2) = H(z)-U(z) . (30)

Intr-adevar, avem

HU® (2) = Z[H(s) i u(kT)e *Ts 1= i u(kT)Z[H(s)e <] =
k=0 k=0

i u(kT)z *H(z) = H(2) i u(kT)z % =H(z)-U(2) .
k=0 k=0

b) Daca Hy(s) este functia de transfer a extrapolatorului de ordinul zero, atunci

HHo(2)= (1-2)Z[

H(s)
7o)y, (31)

Avem

2 Z[Z h(kT—iT) u(iT)]= Z[Z h(kT—iT) u(iT)]= Z[Zh(kT iTYu(iT)] 2" =

k=0 i=0

=Z u(iT) Z h(kT—iT)z™* =Z u(iT)z" Z h(kT—iT) z 7 = [Z u(iT) "] [Z h(jT)z7]=

i=0 k=0 i=0 i=0 j=0

= U(2)-H(2).
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)y - zieTs HO)y = (12 2179y

S S

- 1- e—TS
HHo(z)= Z[H(s) s 17 Z]
c) Daca Ug(s) este transformata Laplace a semnalului analogic tip scard usq(t), adica

Usc(t) = uk, telty tke),
atunci
H(s)

HUs(2)= (1-27)Z] — 1 Use(@)- (32)

Intr-adevar, din
Use(t) = [1(O)-1(t=TNJuo + [Nt -T)-1(t2Nus + [1(t2T)-1(t-3T)]u2 + ... ,

rezulta

2Ts

_pa-Ts _
1-e [U0+U1e TS+U26 + ... ],

Usc(s) =
deci

Usc(s) = Ho(s)Usc™(s) - (32)

Tinand seama, pe rand, de relatiile (32’), (30) si (31), obtinem

HU¢,(2) = Z[H(S)Uso(s)] = Z[H(s)Ho (5)Usc*(8)] = Z[H(s)Ho(S)] -Usc(2) =

= (1-2Z179)) Ug2)

4.3.2. Calculul transformatei Z a unei functii analogice

Transformata Z a unei functii analogice f(t) poate fi calculata direct, cu relatia de definitie
(15), sau indirect, pe baza transformatei Laplace F(s) a functiei f{t).
Metoda directa. Pentru |z|>1, avem

ZI@O] =14z ez ez = ]
1-z1
Si
Z[t] =0+Tz 42Tz 243723+ .. =Tz ' (14274224 . )+ TZ2 (1+ 274272+ .. ) +
+ TZ{J’ (1+ Z*1+Z*2+ ) + = TZ*’I (1+ 271+272+ )2 = TZ*1 ’
(1-z71)?
iar pentru |z|>e ™" rezulta
Zle™ =Y ek k=Y (eaTz k= — 1
k=0 k=0 1_e—aTZ—1

Prin urmare, avem
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t z! -at 1
Z[1(] = , Zl=]1=——, Zle = 33
(1= 1= = (33)
Ultimele doua relatii (33) pot fi aduse usor la forma
t 1 L 1
Z[=+t1]=——, ZlaT]= . 34
L= [aT]=— (34)

De remarcat faptul ca transformata Z a functie rampa poate fi obtinutd din transformata Z a

functiei treaptad pe baza proprietatii derivarii in complex (22).

Metoda indirecta. In general, daca transformata Laplace F(s) a functiei f(t) este o
rationald strict proprie si are polii s1, Sz, ... , Sp, atunci transformata Z a functiei f(t) poate fi

calculata cu formula®

_ F(s) ‘
F(z) = Zrez1_eT T Js=s, (35)
= * —KkTs -_ c+j°° kTo ~
Intr-adevar, din F*(s)= Zf(kt)e si flkT)= 27” L i F(o)e*'°do rezulta
k=0
*(o)= KTo o—kTs KT(o—s) e Flo)
F(s)= Z J: F(o)ekToe*Tsdo = 27[/ )[Ze ldo =5 J:_,-w ot S
k=0
deci
n
Fis)= rez— o) . F@)=F'(s) -Zrez F (“) .
i 1-eloe™s =S, ef=z a1 1-eloz™ =S
In cazul functiei f(f) =e_at sinbt, cu transformata Laplace F(s):A, avem
(s+a)? +b?
F(s)
= = - - L+ T \v7 _
F(z)=Z[F(s)] = rez[ TS > ] s=—atbj rez[1_eTS[1 oy
- _ b 1 +_ b 1 _
stathj q1_gTsy-1  sta-bj 1_gTs s=a-bj

’ Reziduul functiei F(s) relativ la polul p cu ordinul de multiplicitate m, este dat de relatia

rezF(s) - = - _1)' [(s-p)" F(s)] "~ D
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=1 1 _ 1 ]
2] q_ ol 1 q_g @b 1

I T ~
de unde, cu substitutia e ? =q, rezulta

i 1
Zlesinbt] = Z b _ (asinbT)z~ _ 36
[e " sinbt] [(s+a)2+b2] 1-2(acosbT)z '+ 0222 (36)

Procedand similar, obtinem

_ 1
Zle ®cosbt] = Z[— S+ ]=_ 1-(acosbT)z’ (37)
(s+a)+b 1-2(acosbT)z 1+ a2z2

De asemenea, pe baza relatiei (35) pot fi obtinute imediat relatiile (33).

Observatie. Relatiile (36) si (37) pot fi obtinute, mai simplu, plecand de la relatia

Z[e(_a+jb)t 1= 1 '
1- e(—a+bj)Tz—1

’

scrisa pe baza ultimei relatii (33), si tindand seama ca

gl EION - e_at(cosbt +jsinbt) .

4.3.2. Transformarea inversd 2~

Fiind data transformata Z directd F(z), prin transformarea inversa Z~ ! se obtine functia
discretd f°(t)={kT} xen. Transformarea inversa se poate realiza prin metoda dezvoltarii in fractii
simple, prin metoda formulei de inversiune sau prin metoda seriilor de puteri.

Metoda dezvoltéarii in fractii simple este similarad celei de la transformarea Laplace. De
exemplu, functia

F(z) = 2’
@ e 1br)

se descompune in fractii simple sub forma

1 1 1

Flz) = a-b (1—5712‘1 1—bz

)

iar din (34) rezulta
oy = 1 (aF _pT = 1 ok _pk
ft)=——5(@m=bT), fkT)=_—p(a*-b"), keN.

Sa consideram acum functia
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( z?

= . peN, a=b.
% ez by PN @F

Deoarece G(z)=z*p - )F(z), din proprietatea deplasarii in real rezultd g°(f)= f(t-(p—1)T), deci

g(kT) = ﬁ (ak—p+1 _bk—p+1 ), keN.

Metoda formulei de inversiune
f(knzicj ZKF(z)dz (38)
2rj ’
V4

unde y este un cerc ce contine totii polii functiei zk_1F(z), permite determinarea valorii f(kT) cu
relatia practica

f(KT) = irez [ZF(2)]

— (39)
i=1 i
unde zq, zo, ..., z, sunt polii functiei z’HF(z). De exemplu, Tn cazul functiei anterioare F(z),
rezulta
k k k k k_pk
AKT) = rez — 2+ trez 2 —a b _a-b
(KT) =rez -3 7p) 2=a *rez (z—a)(z-b) b =25 * ba © ek
Metoda seriilor de puteri presupune aducerea functiei F(z) la forma
F(z) = bo +biz '+ byz? +...+b,z7" (40)
1+a;z ' +a,z%2+...+a,z7"
si efectuarea impartirii, in vederea dezvoltarii lui F(z) in serie de puteri negative, adica
F(z)=Co+Ciz" +Coz? +... . (41)

In conformitate cu (15), rezultd f(kT)=cy, keN.

4.3.4. Functia de transfer in z

Prin definitie, functia de transfer H(z) a unui sistem liniar monovariabil este transformata
Z a functiei pondere h(t) a sistemului.

Reamintim ca la sistemele cu intrarea de timp continuu, functia pondere este raspunsul
fortat la intrarea impuls Dirac §(f), iar la sistemele cu intrarea de timp discret, functia pondere

este raspunsul fortat la intrarea impuls unitar 5°(t)={1, 0,0, ... }.
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Dacd la intrarea convertorului discret-analogic Cp.a din figura 4.3, alcatuit din
modulatorul M si extrapolatorul EX, se aplicad un semnal de tip impuls unitar, adica f°(f)= 5°(t),
atunci la iesirea modulatorului se obtine un semnal de tip impuls Dirac, adica f*(f)=5 (f).

Deoarece Z[f*(t)]=1, rezultd cd modulatorul are functia de transfer in z egald cu 1. Mai
departe, din faptul cad functia pondere a extrapolatorului coincide cu functia pondere a
convertorului discret-analogic, rezultd ca extrapolatorul si convertorul au aceeasi functie de
transfer in z. Vom aréta cé extrapolatorul si convertorul discret-analogic de ordinul zero sau unu
au functia de transfer in z egala cu 1, iar convertorul discret-analogic si extrapolatorul cu
intarziere T au functia de transfer egala cu z ', Astfel, in cazul extrapolatorului de ordinul zero,

avem

Ho(z) = ZIho(t)] = Z[1(t) —1(¢t-T)] = (1-2 ) Z[1(B] = 1,
iar Tn cazul extrapolatorului cu intarziere T, avem

Hi(2) = Zhr(o] = ZL £ 10 -2 e + 12012 =

-1,.-2 t 12z 1
=(1-2z +z)Z[=1(t)1=(1-Z —= - =z .
( ) ZIF 1M1= ( ) -z 1)
Convertorului analogic-discret nu i se poate asocia o functie de transfer in z deoarece nu
admite aplicarea la intrare a semnalului de tip Dirac.
Tindnd seama ca transformata Laplace a functiei pondere h(t) a unui sistem cu timp
continuu este chiar functia de transfer H(s) a sistemului, avem

A

bz
H(z) = Z[h(t)] e Z[H(s)], (42)

iar din relatia (35) rezultd ca functia de transfer in z a unui sistem cu functia de transfer H(s)
strict proprie poate fi calculatad cu formula

_N H(s)
H(z) = ;rezW s=s, - (43)

unde s1, S2, ..., Sp sunt polii lui H(s).

Relatia (43) evidentiaza faptul ca polului s¢ al functiei de transfer H(s) ii corespunde
polul zx=e'S« al functiei de transfer H(z). Cu exceptia polului z=1 asociat polului s=0, ceilalti poli
ai functiei H(z) sunt dependenti de perioada de esantionare T.

Aplicand relatia (43) sau tindnd seama de (33), (36) si (37), rezultad corespondenta

1
1-z-1’

Tz
(1-z")?

& Hz)=

(44)

«> H(z)= (45)
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1

H(s) = s+a <> H(z) = m ) (46)
: -

H(s) = % o H@) = (asinbT )z , (47)

(s+a)?+b 1-2(acosbT )z '+ a?z?

-
s)=—22_ & H@2)= —

H sza . H 1-(acosbT)z 48

(s+a) +b 1-2(acosbT )z '+ a2z 2

unde oc=e_aT.

Un sistem de tip integral are functia de transfer in z caracterizata prin polul z=1, iar un
sistem cu timp mort multiplu de T (t=qT) are functia de transfer in z

Hm(z) =z TH(z), (49)

unde H(z) este functia de transfer a sistemului considerat insa fara timp mort.

Considerand ca la intrarea unui sistem liniar cu intrarea de timp continuu se aplica
semnalul distributie

u*(t) = u(0)d(t) + u(1)d(t=1) +u(2)5(t-2) + ... , (50)
(cu perioada de esantionare T=1), in conformitate cu principiul superpozitiei rezultad ca valoarea

iesirii fortate y la momentul k este egalda de suma efectelor impulsurilor Dirac aplicate la
momentele anterioare, adica

k
y(k) = u(@)h(k) + u(Dh(k-1) + ... + u(k)h(0) = 3" h(k-i)u(i) , (51)
i=0

unde h reprezinta functia pondere a sistemului. Relatia (51) este similara relatiei de convolutie a
sistemelor liniare cu intrarea de timp discret. Tindnd seama de acest lucru, din proprietatea (25)
a produsului de convolutie obtinem teorema functiei de transfer in z:

In cazul unui sistem liniar cu intrarea u(t) de tip discret sau de tip distributie, functia de
transfer in z a sistemului este egald cu raportul dintre transformata Z a iesirii fortate y(f) si

transformata Z a intrérii u(t), adica

Hz)= 2 (52)

Desi relatia Y(z)=H(z)U(z) nu este valabila pentru sistemele cu intrarea de tip analogic,
determinarea functiei de transfer este utila si la aceste sisteme, in calculul raspunsului pondere
(la impuls Dirac), in studiul stabilitatii etc.

Relatia (52) confirméa faptul ca functia de transfer in z a convertorul discret-analogic (de
ordinul zero sau unu) este egald cu 1. Intr-adevar, deoarece la orice moment de timp #=kT,
keN, iesirea y este egala cu intrarea u, rezultd Y(z)=U(z) si deci H(z)=1.

In cazul unui sistem discret cu modelul I-E sub forma ecuatiei cu diferente

y(k)*ary(k=1) + ... + apy(k—n) = bou(k) + byu(k—1) + ... + bu(k—r), (53)



188 SISTEME DE REGLARE CU ESANTIONARE

aplicand transformarea Z ambilor membri si utilizand proprietatea de liniaritate si proprietatea

deplasarii in real, obtinem functia de transfer

_ bo +biz + . +b T

Hiz) 1+a,z7 +...+a,z7" 59
In mod similar, pentru sistemul discret cu modelul I-S-E
X(t+1) = AX(t) + BU(t),  Y(t) = CX(t) + DU(t) (55)
rezulta functia de transfer
H(z) = C(zI-A) 'B+D. (56)

4.3.5. Functia de transfer a sistemului discretizat

. . . (o] . . . . a
Discretizatul de ordinul zero X" al sistemului continuu X are functia de transfer* in z

H(2) =HHy(2)= (12 217y, (57)
unde H(s) este functia de transfer a sistemului 2, iar Ho(s) functia de transfer a extrapolatorului
de ordinul zero. Intr-adevar, avand in vedere c& X° se obtine prin incadrarea lui X intre un
convertor discret-analogic de ordinul zero si un convertor analogic-discret (fig. 4.7), prin
aplicarea la intrarea Iui ©° a semnalului impuls unitar u°(t)=8°(f) obtinem u*(t)=5(t) si ua(t)=ho(t),
deci Y(s)=H(s)Ua(s)=H(s)Ho(s) si, prin urmare, Y°(z)=Y(z)=Z[Y(s)]=Z[H(s)Ho(s)]-

Expresia functiei de transfer a discretizatului >° al sistemului continuu T se poate
obtine, indirect, tinand seama de faptul ca functiile indiciale ale celor doua sisteme sunt T-
echivalente. Astfel, notand cele doua functii indiciale cu g°(t) si g(t), avem:

H(s)

Ho(2)=Z[h°(0] = Z[g°()-9°(- TN =(1-2 ) Zlg° (O] =(1-2 ) Zlg(tN=(1-z ) Z[ =71,

De asemenea, considerand u°()=1°(t), avem U°(z)= 1_12_1 si Y(2)=Z1g°()]=Zlg(H)]=Z] @],

iar din relatia  Y°(z)=H°(z)U°(z) rezulta imediat (57).

* In cazul unui sistem continuu cu intrarea U(s), iesirea Y(s) si functia de transfer H(s), din relatiile

Y(z)=HU(z) si H (z)=HH(z) rezulti ci functia de transfer a discretizatului de ordinul zero se obtine
prin inlocuirea lui U cu Hy in expresia care exprimd dependenta in z dintre iesirea Y si intrarea U.

Aceasti observatie rdimane valabila si in cazul sistemelor esantionate cu intrare de timp continuu.
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H(s)

Fig. 4.7. Schema echivalenta a discretizatului sistemului continuu 2

In continuare sunt prezentate functiile de transfer in z ale discretizatelor unor sisteme

uzuale:
-1 o Z o= 1 5
H(s) s PN H(2) rap= H’(z) T (58)
-1, -2 1
His) = 25 o HEEEIIo Wi (59)
S 2(1-z7") 2(1-z7")
-1 o (1=p)z7"
H(s) = H(z)= ———— 60
()= 7577 g &= e (©0)
(4 4 -1
S+ -p)z
- T1S+1 0 = T’l T1
Hs) = 7 © H'(2) T (61)
_ I4s 0 _T_d 1-z"
ORE © H@)= =2 (62)
H(S) = ; PN HO(Z)= (1—p)2_1 _L.p2_1(1—z‘1) (63)
(Tis+1)? 1=pz' Ty (1-pz)2
_T
unde p=e " . Functiei de transfer
-+ _ 1 1
HS) = sTs 1) " Tys T+ (64)
fi corespunde
oy T 1 (1-pz’
H@)= £ = o (65)
functiei de transfer
_Ts+1 T,s+1_ T,-T, 1 T, .. Ts
HS) =5 Ter (7 st G 0755 (66)

1 1

fi corespunde

®  In majoritatea aplicatiilor practice, in locul ecuatiei cu timp discret de tip integral yi=y;_1+7Tu;_ este

preferatd ecuatia yy=yj_1+7Tu .
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H@)= (1422 Lo (-2 (67)
iar functiei de transfer
H(s) = (T1s+r1s)(+T213+1) 721-1—_7; T1;+1+TT22—_;1 'T2;+1 (68)
fi corespunde
H°(z)= - TTZ (tz;z11+TT22—_TT1'(tZ;Z11 (69)
unde q=e_TL2. De asemenea, are loc corespondenta
Hs) = 2r1s+1 HO(z) = (1-as—-acosa )z ' +a(a+o- cosw)z‘2 (70)
7282 + 2E75 +1 1-2(acosa)z ' +a2z2
unde a=ef%, a—— 1-€2, L(é—ﬂ)siﬂ, 0<E<1.
T T (04

Discretizatul de ordinul unu, realizat prin conectarea la intrarea sistemului 2 a unui
convertor discret-analogic de ordinul unu, are functia de transfer

H'(2)= HHy2)= (12" ZIZ23 ()] 1)
Ts

Discretizatul cu intarziere T, realizat prin conectarea la intrarea sistemului X a unui
convertor discret-analogic cu intarziere T, are functia de transfer

H'(2)= HHr(2)=(1-2")? Z[ o). (72)

Din (57), (71) si (72) reiese faptul ca intre polul sk al functiei de transfer H(s) si polul
asociat zx al functiei de transfer H(z) exista relatia zx=e'S. Cu exceptia polului z=1 (asociat
polului s=0), ceilalti poli ai functiei H(z) sunt dependenti de perioada de esantionare T.

B In MATLAB, pentru calculul si reprezentarea graficd a raspunsului unui sistem discret
respectiv la intrrile U=[1 1 ... 1], U=[1 0 0 ... 0]si U=[U, U, ... Uy ], existd functiile:
o function [Y,X]= dstep (num,den,N) ;
o function [Y,X]= dimpulse (num,den,N) ;
e function [Y,X] = dlsim (num,den,U) .

Argumentul de intrare N (optional) reprezintd numarul de puncte luate in consideratie, iar argu-
mentul de intrare U al functiei dlsim este vectorul linie al unei secvente de valori de intrare alese.
Argumentele de intrare num si den sunt vectori linie avand ca elemente coeficientii de la numaratorul si
numitorul functiei de transfer in z. In cazul functiei de transfer (54), cu r<n, avem num=[bg b; ... b,] si
den=[ay a ... a,). In cazul r>n, vectorul den se scrie sub forma den=[ag a ... a, 0 ... 0], astfel incat sa
aiba aceeasi dimensiune (7) ca num.

Argumentele Y si X exprimd secventele de valori ale iesirii si, respectiv, starii sistemului.
Vectorul Y are N elemente, iar matricea X are N linii si #» coloane, unde » este numarul variabilelor de
stare.
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Functia dimpulse calculeaza functia pondere a sistemului, adica transformata inversa a functiei de
transfer H(z).

Remarca. Functiile dstep, dimpulse si dilsim permit, de asemenea, calculul raspunsului unui
sistem esantionat X cu mdrimea de intrare de tip analogic, respectiv la intrare tip treaptd unitard, tip
impuls unitar si tip scard. In acest caz, argumentele de intrare num si den trebuie s contind coeficientii de
la numaratorul si numitorul functiei de transfer H(z) a discretizatului sistemului . Modelul discretiza-

tului de ordinul zero (’zoh”) al unui sistem cu timp continuu 2 se obtine cu functia

¢ [numd,dend]=c2dm(num,den,T,’zoh’) ,

unde num si den sunt vectorii linie ai coeficientilor polinoamelor de la numaratorul si numitorul functiei
de transfer in s a sistemului X, 7 este perioada de esantionare, iar numd si dend sunt vectorii linie ai
coeficientilor polinoamelor de la numaratorul si numitorul functiei de transfer in z a sistemului
discretizat.

Raspunsul indicial al sistemului 2 poate fi calculat si cu functia dimpulse, dacd argumentele de

intrare num si den sunt asociate iesirii Y(z)= HU(z) corespunzatoare intrarii U(s)=1/s.

4.3.6. Functia de transfer a regulatorului numeric PID

Mai intdi vom determina ecuatia regulatorului numeric PID printr-o metoda directa de
discretizare a algoritmului de reglare continué PID, cu forma idealizatad cunoscuté

_ 1 E de
= + + Y1 4
c=Kple T e(r)dr + Ty ot ]+co,
Pentru t=kT si t=(k-1)T, keN, avem
_ 1 T .
Ck = Kp[ex +Ti E e(r)dr +Tge, ] *+co,
1 (kT .
Ck-1 = Kp [€k-1 +T,.E e(r)drdt+ Ty ek_1] +¢Co,
unde c¢;=c(iT), e;=e(iT), él. =¢e(iT), ieN. Din cele doua relatii rezulta
= +K s 117 eyt + Ty (e~ 73
Ck = Ck— + Kp [€x—€x~1 T, fI(H)T e(t) a(e,—e ). (73)
T ) )
Presupunand _[: 1)Te(t)dtsTek, ekz(ek—ek_1)/T Si € 4 =(ex_1—€x-)/T, obtinem urma-
toarea forma recursiva a algoritmului numeric PID:

Ck = Ck—1 *+ Kp(boex + brexq +boex ), (74)

unde
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2Ty

7 ), by =2 . (75)

bo =1+ +1d bi= {1+
0~ T ] 1= T

. T
1
Din (74) rezulta ca regulatorul numeric cu algoritmul de reglare obtinut prin discretizarea
algoritmului continuu de reglare PID are functia de transfer

Kp(bg +byz ™' +byz72)

1-z7 7o

Hpip(z) =

In continuare vom determina functia de transfer Hpp(z) a regulatorului numeric,
considerand ca acesta este discretizatul regulatorului continuu cu functia de transfer in s

_ 1 Igs
HP/D(S) Kp(1+TiS+T18+1

), (77)

unde Ty reprezintd constanta de timp derivativa, iar T constanta de timp de intarziere a
componentei derivative (de circa 3 ... 8 ori mai mica decét Ty ). Avem

1 1-z"
Heip(z) = Ky, (1+k; - +k, - , 78
P0(2) = Kp (14K; -5 +ky 1—Pd2‘1) (78)
T, T )
unde k,~=?, kd=?d, pg=€ . Functia de transfer a regulatorului numeric poate fi adusa sub
i 1
forma
Ko (bg + b1z +byz72)
Hpip(z) = —2 2> — (79)
1+az7"' +a,z
unde
a1=-1-pqg, @x=pq, bo=1+ki+ky, b1=-1~k; +1)pg—2Kg, b2=Kq*+pg. (80)
In conformitate cu (78), modelul temporal al regulatorului poate fi scris astfel:
Pi =P 4+ K, l(e—ex_1)+ kel
Dy = gDy +KpKg(ex—€x1) ; (81)

Ck:Pk +Dk

In continuare, vom determina functia de transfer in z a regulatorului numeric in ipoteza
ca acesta este discretizatul regulatorului continuu cu functia de transfer

Tis+1 Tys+1

P Tis Tis+1°

Hpip(s) = K (82)

Scriind functia de transfer sub forma

- B, _Ts_
HPID(S) Kp(a+ Ts +v T']S+1) ’
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unde
1, Tu=Th T Tyl
a="1+ - H B_-,; ’ y_(T1 1)(1 Tl ’ (83)
rezulta
4 2
_ 1 1-z1 . Kplbg +bZ27 +b,z7)
Heip (2) = Koo +B- Tzt 1-pez’ 1+a;z' +a,z72 ’ (84)
_T
unde: pg=e "', a1=-1-pg, ax=pg, bo=a+Pp+y, b1=-a(1+pg)—Bpy—2y, bo=apg+y.
Din (84) rezultad pentru regulator urmatorul model temporal:
Pi=P.1+ Kp[(x (ek—ek—1)+ Bek]
Dk :pde_1 +pr(ek—ek_1) . (85)
Ck =Pk + Dk
4.4. SISTEME ESANTIONATE DESCHISE
Sa consideram sistemul deschis din figura 4.8 cu intrarea u analogica si intrarea v
O humerica. Din relatiile
Y(8) = H3(s)Hp(s)W*(s) , Y(2)=H3H, (z) W(2) , (86)
Uq(s) = Hy(s)U(s) , Ur(2)=HU(z2) , (87)
W(z)=V1(2)+ U2(2) , W(z) = Ha(2)V(2) + H2(2)U1(2) (88)
se obtine urmatoarea relatie de corelatie intrare-iesire:
Y(2) =HaHq (2) Ha(2)- V(2) + HaHq (2) Ha(2)- HiU(2). (89)

Din (89) rezultd ca pe canalul intrare numerica v? - iesire analogicé y, sistemul are
functia de transfer in z

Hy(z) = H3Ho(2) Ha(2) - (90)
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0 ve
L>H4(I]' 1
r - - - - - - - a
| |
u u L uj Wul A -— IW y
—s| H,(s) 4 Cup H (@) —=(— —c;‘{’o— H,(s) i 2 Hals) —
|
| |
|
L Cpa ]

Fig. 4.8. Sistem esantionat deschis cu intrare de timp continuu

Daca la intrarea analogicd a sistemului se aplicd un semnal tip impuls Dirac, adica
u(t)=o(t), atunci

HiU(z) = Z[H1(s)U(s)] = Z[H1(s)] =H1(2) ,

iar din (89) obtinem transformata Z a raspunsului pondere al sistemului, adicd functia de

transfer Hy,(z), sub forma
Hyu(z)= H3Hy (2) -H2(2)-H1(z) . (91)

In general, functia de transfer a unui sistem esantionat cu intrarea u(t) analogica se
obtine prin nlocuirea lui U cu 1 in relatia in z intrare-iesire. Operatia inversa, de obtinere a
relatiei intrare-iesire a sistemului pe baza functiei de transfer in z, nu este insa posibila.

Pentru U(s)=%, din (89) se obtine transformata Z a raspunsului indicial al sistemului,
sub forma

Ha(s) .

Y(Z)=(1—Z_1)Z[H?’—(S)]‘Hz(z)'Z[ ] (92)

S S

Tot din (89), prin nlocuirea Iui U cu Hg, obtinem functia de transfer a discretizatului de
ordinul zero al sistemului esantionat cu intrarea analogica u si iesirea y, sub forma

He,(2) =Hso(2) Hal@) iy (2)=(1-2 "2 2 P8O () 2 P8y (0

¢ Aplicatia 4.1. Fie sistemul esantionat din figura 4.8, caracterizat prin

k k
Hl(s):ﬁl-{—l , H2(Z) = k2 . H}(S): T S3+1 .
1 3

a) Sa se afle raspunsul indicial al sistemului pentru u=1(t);

b) Sa se afle functia de transfer H Su (z) a discretizatului sistemului.

Rdaspuns. a) In conformitate cu relatia (92), calculam
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H,(s) k, 17 1 1 k(-p)z
- -zl =k - =
L e o (= AL o pa s e v pupen
si, similar
Hy(s) 1 _ ks o k(1= py)z”!
Z s ] Z[s(T3S-1-1) (l—z’l)(l—p3271)’

_r _I
unde p1=e 7, p3=e B . Rezultd

=(1-"! H3_(S) . H,(s) _ kikyky(1=p)(1-py)z—
Y& == 2= M) 20 )= e, )

iar in urma descompunerii in fractii simple se obtine

l=py 1 l-p ]
pi—py l=pz' py—p 1-pyz!

V()= kkoks(——
1-z

Prin urmare

1I-p 1-p
kT)=kikak3(1- S pk— L. pk).
W(kT) ( Pi—Ds P Dyopi ps)

b) Comparand (92) si (93), rezulta

0 =(1—,1! _ k1k2k3(1—p1)(1—p3)z‘2
B (P (P

¢ Aplicatia 4.2. Pentru VOZIO(I), sa se afle rdspunsul (indicial) al sistemului esantionat din figura
4.8, stiind ca
(Zg) kD) +avi((k-1)T) = bv((k-1)T)
(Z3) T3 9(0)+y(1) = kswy(t-mT) , meN .

Réaspuns. Avem

bz}
H B
4 l1+az!
si
B k3e—st
Hi(s)= Tl
_ ke T 1y - 1 ky(1— py)z=m!
H.H(2)=(1-z ) Z[ 22— ]= ks(1— m =23 3
3 O(Z) ( Z )Z[ S(T3S+1) ] k3( Z )Z Z[ S(T;;S'i‘l) ] 1_p3Z_l
T
unde p3=¢ B . In conformitate cu (89), obtinem
k,(1—-py)z=™ pp-t 1
V)= HyHy(2) Hyo) W = 202l bel 1
1-pyz I+az7 1-z

=bk32‘m( 1 1-ps 1 _1+a 1
I+a "1-z7' a+p; l+az?' a+p; 1-pz’!

>

deci
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_ bk} 1—}73 _ Nk-m _ I+a k-m71.1(l—
kD = [+ atp, (—a) aip, P I1(k=m) .

4.5. SISTEME DE REGLARE CU ESANTIONARE

Sa consideram sistemul de reglare cu masurare esantionata din figura 4.1, in ipoteza
ca timpul mort de intarziere coincide cu perioada de esantionare, adicad t=T. Avem

Y(s) = V(s) + Hp(S)HE(S)HR(S)LL(s) — Ho(s)W*(s)] ,

iar prin aplicarea transformarii Z, obtinem

Y(2) =V(z) + HoHeHRI(2) - HoHzHRH, (z) W(z) .

-Ts

Tindnd seama si de relatia W(z)=z_1 Y(z), rezultatad din W(s)=e " Y(s), obtinem

_V(2) | HoHeHgl(2)

YO %0t T e o
unde
P(z)=1+z "HpHeHgrHo(z) - (95)
Mai departe, din (94) si din
E(2)=1(2)-M(2) = I(2)-Ho(2)W(2) = (2)-W(2) = [(2)-Z2 " Y(2) ,
rezulta
E(z) = I(z) - z 'HpHeHRI(2)  z27V(2) _ (96)
P(z) P(z)
Din (94) si (96), prin inlocuirea lui V cu 0 si a lui / cu 1, obtinem
) = HpHeHR (2) YN =1 271HPHEHR(Z)
Hyi (z) e Hei(2) =1 TR (97)
iar prin Tnlocuirea lui / cu 0 si a lui V cu 1, obtinem
_ 1 _Z'
Hyy (z) = P2 Hev (2) @) (98)

Pe baza relatiilor (94) si (96) putem determina functiile de transfer ale discretizatului
sistemului de reglare. Astefl, prin Tnlocuirea lui V cu 0 si a lui I cu Hp, obtinem

HeHeHRH,(2)
P(z)

HO.(2)=—1— . (99)

H}ei (2)= P(2)

iar prin inlocuirea lui I cu 0 si a lui V cu Hp, obtinem

_ 1 _ -z
H}‘Zv(z)_ ?2) , Hgv(z)_ ?2) . (100)
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Consideram acum sistemul de reglare numeric din figura 4.2. Din
E(z)=1(z)-Z[HT(s)Y(s)],  Y(s)=V(S) + Hp(s)HE(s)Ho(s)C*(s) ,

rezulta

E(z)=1(z) - H;V(z) -HrHpHgH, (2)-C(2) |
Tindnd seama de ecuatia in z a regulatorului numeric,

C(z) =Hr(2) E(2) ,

obtinem o
E(Z)=M_M (101)
P(z) P(z)
unde
P(z)=1+HHHH,(z)-Hx(2). (102)
Mai departe, din (101) si din
Y(2)= V(z) + HoHeH, (2)-C(2) = V(2) + HpHeHy (2)- Hr(2)-E(2)
rezulta
Y(Z)= V(Z) _ HF’HEHO (Z)HR(Z)H_T\/(Z) + HPHEHO (Z) HR(Z)[(Z) ] (103)
P(2) P(z)
Din (101) si (103), prin Tnlocuirea lui V cu 0 si a lui / cu 1, obtinem
(=1 ()= HpHEHy (z)-He(2)
Hei (2) @) Hyi (2) ?(2) : (104)
iar prin inlocuirea lui / cu 0 si a lui V cu 1, obtinem
_ ~H:(2) _1_HpHeH,(2)-Hp(2)-Hr (2)
Hey (2) @) Hyy, (2)=1 P(2) i (105)

Tot din (101) si (103), prin Tnlocuirea lui I cu 0 si a lui V cu Hp, obtinem functiile de
transfer ale discretizatului sistemului de reglare

Hgv (Z) — _HTHO(Z)

H3V(2)=1_HPHEH0 (2)-Hr(2)-HrHy(2) (106)

P(z) P(2)

B In cele ce urmeaza este prezentat In MATLAB un program pentru calculul si reprezentarea
graficd a raspunsului unui sistem de reglare numeric la referinta treapta si perturbatie treapta.

% function[] = stepsran(Kp,Ti,Td,T1,T,N)

% Reprezentarea graficd a functiilor indiciale ale unui SRA cu regulator numeric PID,
% format din regulator, proces (p), element de executie (e) si traductor (t)
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% T - perioada de esantionare, N — numarul perioadelor de esantionare
% Kp - factorul de proportionalitate al regulatorului, Ti - constanta de timp integrald a regulatorului

% Td - constanta de timp derivativa, T1 — constanta de timp de intirziere a componentei derivative
T

o . . ki 1—="! T T, T
% Regulatorul are functia de transfer Hy(z)=Kp(1+ +k,- ), cuki==,k,=—,ps~e "
l-z! lpyz™ T T,
% este discretizatul regulatorului analogic cu functia de transfer Hpyp (S)=Kp (1+ % + % ).
i 1

function[]=stepsran(Kp,Ti,Td,T1,T,N)
t=0:1:N—1;
% Regulator
ki=T/Ti,
if T1==0, kd=10; pd=0;
else kd=Td/T1; pd=exp(-T/T1);
end
al=—1-nd; a2=pd; b0=1+ki+kd; b1=-1—(ki+1)*pd—2*kd; b2=kd+pd;
nr=Kp*[b0 bl b2]; dr=[1 al a2];
% Parametrii procesului: K, t1, t2 si tm (tm - timp mort)
K=1; t1=50; t2=20; tm=30;
np=K; dp=[t1*t2 t1+2 1];
% Parametrii elementului de executie: Ke, Te
Ke=1; te=5;
ne=Ke; de=[te 1];
% Parametrii traductorului: Kt, Tt

Kt=1; tt=10;
nt=Kt; dt=[tt 1];
% Hp*He(s)

[ns,ds]=series(np,dp,ne,de);

% HpHeHo(z), inclusiv timpul mort
[n,d]=c2dm(ns,ds,T,'zoh");
zmort=zeros(1,tm/T);
n=[zmort n];
while length(d)< length(n), d=[d 0];
end;

% Ht*Hp*He(s)

[ns1,ds1]=series(nt,dt,ns,ds);

% HtHpHeHo(z), inclusiv timpul mort
[n1,d1]=c2dm(ns1,ds1,T,'zoh");
nl=[zmort nl];
while length(d1)< length(nl), d1=[d1 0];
end;

% Hr(z)*HtHpHeHo(z)
[n0,d0]=series(nr,dr,n1,d1);

% eroarea pentru referinta treapta unitara
[neror,deror]= feedback(1,1,n0,d0,-1);
[neror,deror]=minreal(neror,deror);
clg; hold on;
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e=dstep(neror,deror,N); plot(t,e,'w");

% comanda pentru referinta treapta unitara
[ncom,dcom]= series(nr,dr,neror,deror);
[ncom,dcom]=minreal(ncom,dcom);
dstep(ncom,dcom,N);

% iesirea pentru referinta treapta unitara
[nies,dies]=series(n,d,ncom,dcom);
[nies,dies]=minreal(nies,dies);
m=dstep(nies,dies,N); plot(t,m,'c");
title(EROAREA-W, IESIREA-C, COMANDA-Y pentru I=1(t)");
grid; pause;

% HtHo(z)

[n2,d2]=c2dm(-nt,dt, T,'zoh");

% eroarea pentru perturbatie treapta unitara
[nerorl,derorl]= series(n2,d2,neror,deror);
[nerorl,derorl]=minreal(nerorl,derorl);
clg; hold on;
e=dstep(nerorl,derorl,N); plot(t,e,'W');

% comanda pentru perturbatie treapta unitara
[ncom1,dcom1]= series(nr,dr,neror1,derorl);
[ncom1,dcom1]=minreal(ncoml,dcoml);
dstep(ncom1,dcom1,N);

% iesirea pentru perturbatie treapta unitara
[nies1,dies1]=series(n,d,ncom1,dcoml);
[nies1,dies1]=parallel(1,1,nies1,diesl);
[nies1,dies1]=minreal(nies1,dies1);
m=dstep(nies1,dies1,N); plot(t,m,'c");
title(EROAREA-W, IESIREA-C, COMANDA-Y pentru V=1(t)");
grid;
hold off;
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Fig. 4.9. Raspunsul la referinta treapta al unui SRA cu timp mort
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Fig. 4.10. Raspunsul la perturbatie treapta al unui SRA cu timp mort, obtinut
prin apelarea functiei stepsran(1,80,16,8,5,81)
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4.6. STABILITATEA SISTEMELOR DISCRETE

Cunoasterea functiilor de transfer in z ale unui sistem cu esantionare este deosebit de
utild Tn analiza stabilitatii sistemului. Studiul stabilitatatii sistemelor cu esantionare se face cu
ajutorul teoremei de stabilitate (externd) a sistemelor cu esantionare, care are urmatorul
enunt:

Un sistem monovariabil cu esantionare este extern strict stabil daca si numai daca toti
polii functiei de transfer H(z) a sistemului au modulul subunitar, adicad sunt situati in interiorul
cercului unitar (de razd 1) cu centrul in origine.

Vom demonstra aceasta teorema in cazul particular in care polinomul polilor sistemului
are numai radacini simple, adica

p(2) =(z-p1)(z=p2) ... (z=pn)- (107)

Din forma descompusa a functiei de transfer

Hz)= -2+ %2 4 4+ 8 &, %2 o, oy &
=Py Z=Py Z=Pn ‘I—p1z’1 1—p22’1 1-p,z"
se obtine functia pondere
h(KT) = a1p + app’ ' + ... +app ", keN. (108)

o0
De aici reiese ca sistemul este extern strict stabil, adica Z\h(kT)\ < o0, dacd si numai daca
k=1

|pi <1, i=1,n, rezultat in concordanta cu teorema de stabilitate.

Reamintim c& polinomul p(z) are toate radéacinile cu modulul subunitar daca si numai
dacé ecuatia p(s—+1)=0 are toate radacinile cu partea realéd negativa, ceea ce poate fi studiat
S_

cu criteriul lui Hurwitz.
Reamintim ca polii sistemului de reglare numerica din figura 4.2 sunt radacinile ecuatiei

14+ H;HpH:Hy (2)-Hp(2) =0, (109)

iar polii sistemului de reglare cu masurare esantionata si intarziata din figura 4.1 (cu timpul mort
7 egal cu perioada de esantionare T), sunt radacinile ecuatiei

1+ 2 "HpHeHgH,(2) = 0. (110)

Aplicatia 4.3. Se considera sistemul de reglare cu mésurare esantionata din figura 4.1, in care

r=T=288 min., Hu(s)=2, His)=~, Hp(s)=—— Ti=10 min.
4 Tis+1
a) Sa se afle raspunsul indicial y(¢) pentru i=1(?);
b) Sa se afle raspunsul indicial y(¢) pentru v=1(¢);
¢) Sa se determine functiile de transfer ale discretizatului sistemului.
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Raspuns. a) In conformitate cu (94), avem Y (z) = %H;I(Z) . Din
4
HyH g H ol (2) = ZIHS) HE($) Hr(s) L 1= 2 1= L z( 110 4
s 25(10s+1) 2 s 10st+1
:l[ 1 1 ]:l[ 1 4 1= z7!
21—z 1—e Tz ozt 432700 21—z )4 -3z71) ]

_ -1
HpH g H Hy(2) = (1-2 ) Z[ - Hp(s)Hp(s) Hr(s)] = =2 ——

s 2(4-3z7)

T oo -2 (2-z7)(@4-z)
=14z HyH HyHy(2)=1+—2 = :
A=tz HpH ()= s = G
obtinem
71
Y(z) = 2(l-z"H4-32z") _ z7! 1 1 .2
2-z")(4-z") (1-zHYQ-zN@4-z) 3(1-z') 2-z' 3(@d-z1) "~
2(4-3z7")
Rezulta
k=L 1, 1 k=0,1,2, ..
3 2k+1 6 .4k b B 9 b
b) Tinand seama de (94), avem
.
Y(Z): V(Z) — 1-z! — 2(4_3271) — 2 ) 2 8
P(z) Q-z"H4-z") (A-zHR2-zNH4-z") 3(1-z') 2-z' 3@-z7)’
2(4-3z7)
deci
2 1 2
kT)= % +— — ., k=0,1,2,..
W(KT) 3T

¢) In conformitate cu (99) si (100), avem:

Z—l

HO.(Z):HPHEHRHO(Z): 2(4-3z7") _ z”!
yi P(2) 2-zH@-z"  (2-zNH@d-z) '
2(4-3z7)
2(4-3z7)

0 — 0 — 1 —
K TR T

_Zfl __2(42—1_3272)
P(z) (2-z")4-z")

He, (2)=

Aplicatia 4.4. Sa se analizeze stabilitatea sistemului de reglare cu masurare esantionata de la

aplicatia anterioard, considerdnd acum Hx(s)=K),, K,eR.
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Réspuns. Formam ecuatia polilor Az)=0, unde
- K z7!
Bz)=1+z"HH H Hy(z)=1+z" -ﬁ .
Obtinem polinomul polilor
pE) =162 - 12+ K, ,

s+1
s—1

(4+K,)s” +2(16- K,)s + K, +28 =0 .

apoi formadm ecuatia p( )=0, care are forma

Rédacinile acestei ecuatii au partea reald negativa atunci cand coeficientii trinomului de gradul doi in s
din stdnga semnului egal sunt strict pozitivi, adicd atunci cand K,e(-4, 16). In acest caz sistemul este

extern strict stabil, iar pentru K, e (o0, —4)(16, 0 ) este instabil.

Aplicatia 4.5. Se considerd sistemul de reglare numeric din figura 4.2, in care
T=277sec., Hyz)=~, His)=1, Hp(s)=—— , Hys)=1.
2 4s+1
a) Sa se afle raspunsul indicial e(¢) pentru i=1(¢);
b) Sa se determine functiile de transfer ale discretizatului sistemului.

Raspuns. a) Utilizadm relatia E(z)=H,{z)I(z), unde H,,(z)= (Pi ) Avem
z

o o o o - 1 1 -z 1 4

P(2)=1+H HpyH H,(z)-Hp(2)=1+(1-z ) Z = =1+ z =
(2) rHpHpH\(2) -H(2) (1-z7) [s(4s+1)] 5 2 [S 4s+l]
1—z7! 1 1 1-z7! 2 4771
=1+ - =1+ - = ,
2 [l—z‘l 1—e T4z ] 2 [1—2‘1 2z | 22-z7Y
deci
22-z7Y 1 1, 2 4
Eg)=="22 2 1 = + ,
® 4-z7" 1-z1v 3 (l—z‘1 4z )
si
eW=1C+4"T), kD)= 1@+ 4%,
b) In conformitate cu (106), avem:
-H,H,(z -1 22—z
Hgv(z): T 0( ): — — ( - ) ,
P(z2) 4—z 4—z
2(2-z71)
H;)}V(Z)Zl_HPHEHO(Z)'HR(Z)'HTHO(Z) — 1 _ 2(2_271)
P(z2) P(z2) 4—z7!

Aplicatia 4.6. S3 se studieze stabilitatea sistemului de reglare numeric precedent (de la aplicatia

4.5), in conditiile mai generale 7>0 si Hr(z)=K),, K,>0.
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Raspuns. Formam ecuatia polilor Rz)=0,unde P(z)=1+H H,H H,(z)-Hy(z). Avem

1K =14+ K (2] 1 ]:z—p(Kp+l)+Kp 7
s(4s +1) p L4 1-z7' 1-pz?! z—p

R2)=1+(1-z)Z[

unde p=¢7. Sistemul de reglare are un singur pol, anume z;= p(K,+1)-K,,. Sistemul este extern strict

K+
stabil in cazurile: a) K,<1; b) K,>1 si T<4In K"

Aplicatia 4.7. Se considera sistemul de reglare numeric din figura 4.2, in care

T=2,77sec., Hp(z)=K,, Hg(s)=5, Hp(s)= 1 ,  Hi(s)=
5s 4s+1

a) Sa se studieze stabilitatea sistemului;
b) Sa se determine functiile de transfer ale discretizatului sistemului.

Réaspuns. a) Avem

P(2)=1+H HpHpHo(2)-He(2) =1+ K (-2 Z[z(4—)]—1+1< (- Z[ - 24+-10- -
_ S Ny Tz _ 4 4 _ -1 8(1 Zfl)
=1+K (1-z7) [(1_[1)2 Py b 1+K[ 4P =

2+( 1,54Kp Bz '+ (1 ,23Kp +)z72
B 2-3z1422 '

Obtinem polinomul polilor

PE) =227 +(1,58K,-3)z + 1,23K,, +1,
apoi formam ecuatia p( S—Jri )=0, care are forma
-

2,77K,s” +2(1-1,23K,))s +6-0,31K,=0 .

Radacinile acestei ecuatii au partea reald negativd, si deci sistemul este extern strict stabil, atunci cand

coeficientii trinomului de gradul doi in s sunt strict pozitivi, adic atunci cand K, <(0; 0,813).

b) Vom utiliza formulele

—H Hy(2) HpH H,(2)-Hy(2)- H Hy(2) )

Heg,(2) = Pe) HY,(2)=1- ?()
Avem
R (e T
s(4s +1) (—zh2-zY 2-7!
de unde rezulta
0 (2)= —zl4z

S 24 (1,54K , B)z7 + (123K, +1)z2

Mai departe, avem
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TRz -1 1, _ Tz' Tz' 277z
HPHEHO(Z):(I_Z )Z[S_z]_(l_z 1)'(1_2_1)2 _l_Z—l N 1—z1
si deci
e — 1
Hyu(2) =1~ HpHpHy @) Hy2)- HiHy(@) - 5 =
L 27727 " 71 (1-zH2 -z B 2+(l,54Kp 3)z'+(1 —1,54KP)Z’2

=z P2z 24(154K, B)z +(1.23K, +)z 2 2+(1,54K, 3)z ! +(1.23K , +)z 2

Aplicatia 4.8. Sa se calculeze rdspunsul indicial y(¢) pentru i=1(¢) al unui sistem de reglare

numeric cu timp mort, caracterizat prin

Hi@)=l,  Hp9 == Hy9=1, Hf9)=1
s
si perioada de esantionare 7'=1 sec.

Réaspuns. Avem

H,H_H,(z) - Hy(2)
Y(z)= 2P 1E 10 R I(z),
@) 70 @
I o o 1-z7! e’ I-z7! 772 -z
P(z)=1+H HpHpH,(z) - Hp(z)=1+ 4 Z[?] =1+ 4 ’ (1-z1)? = 41—z >
)
HPHEHO(Z)zHTHPHEHo(Z)zz—,I )
4(1-z7")
2
Yg=-z) 1 2 ] 4 __1 !
R-zY 11—z (A-zhHQ2-z 1-z' Q-z 1-z' [1-Qz"*°
4(1-z71
Tinind seama de relatia Z [% +1] :;2 si de proprietatea ITnmultirii (cu o constantd) in complex,
(1-27)
obtinem

(o) = 1—<%+1)2” —1—(+1)27 , teN.

Aplicatia 4.9. S3 sc analizeze stabilitatea sistemului de reglare numeric cu timp mort de la
aplicatia 4.8, considerand perioada de esantionare T arbitrar pozitivd si Hr(z)=K,, K,>0.

Raspuns. Din
Tz72

P(2) =1+ HyHpHyHy (@) Hy(2)= 1+

obtinem polinomul polilor p(z) = 47 4z + K,T si ecuatia asociatd a polilor in s
K,Ts +2(4-K,T)s + 8+ K,T=0,

de unde rezulta ca sistemul este strict stabil atunci cand K,7<4.



